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A. LA FUNCION EXPONENCIAL
1. Introduccion

Imaginemos que una institucion bancaria tiene una tasa de interés fijo e igual a i% al mes para
una determinada inversiéon. Supongamos que un inversor inicia con un capital de P pesos,
una aplicacion en este tipo de inversidn. Vamos a analizar mes a mes el comportamiento de
su saldo, suponiendo que no hace ninguna retirada de dinero.

Después del 1° mes tenemos:

Capital P

Interés P

SaldoS(1) : P+P-i=P(+1i)
Después del 2° mes tenemos:

Capital P(1+10)

Interés [P+ D]-i=PA+0) i

SaldoS(2) : P(1+i)+PA+i)-i=PA+iD)-(1+i)=P(1+i)?
Procediendo de la misma manera, llegaremos a la conclusion
Después del 3" mes tenemos un: Saldo (3) S(3)= P(1 + i)3
Después del 4° mes tenemos un: Saldo (4) S(4)= P(1 + i)*

Después del enésimo mes tenemos un:  Saldo(n) S(n)=P(1+ D"

La férmula utilizada S(n)= P(1 + i)™ es una funcién del tipo exponencial, pues la variable n
aparece en el exponente.

Hemos visto funciones del tipo

/\_

POLINOMIALES RACIONALES
|
f(JC)=x f() P(x) Con 0 2 0
X)=—— on X
f(x) = x? Q(x)
Variableen el

flx) = x3 exponente
Veremos ahora funciones con la
variable en el exponente  wemmp YV = f(x) = a®

Apuntes de Funciones Exponenciales y Logaritmicas
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Con la finalidad de estudiar esta funcidn haremos un breve repaso de las propiedades de la
potencia.

2. Potencia de exponente entero y exponente racional.
Recordemos que R* =R —{0} y Q* =Q — {0}
Resumen de las propiedades
Parax€ER* e yER"; a€Q ; beQ
a. x%-xP = x%*P (Producto de potencias de igual base)

b. x% -+ x? = x%=P (Cociente de potencias de igual base)

c. (x-y)* =x%-y%(Distributiva de la potencia con respecto al producto)
d. (i)a = i—z (Potencia de una expresion fraccionaria)

e. (x®)P = x% P (Potencia de otra potencia)

f. x'=x

g. x°=1

1 a
h. (x) %= (—) (Exponente negativo)

X

Ademas de estas propriedades, si el exponente es un racional en su expresion
fraccionaria, tenemos:

p
(x)a= {YxP ;dondep €EZ y q € Z* (oseap esunenteroy q es un entero
positivo)
Ejemplo 1
Calcular, en caso de que sea posible a una sola potencia
a. 23:2% =723 =27=128
3 1 3.1 5, 4
b. 3::32=3:"2=32 o0 V35=3V3
c. 54+53=543=51=5
d 3°+35=3"°=3=1
1
e. 24 +25=72%5=2"1= (1) =

1
2 2
3 3 3 3 3 3
B =@ =6 =0"=0r="0
3/ " \3) T3 T \3 —\2) 2
6@ -
& \i s)
(como tenemos bases diferentes, nos vemos obligados a hacer las cuentas)
(2)2 . (2)3 _9.8 _ 9
4 5/ 16 125 250
2 3
(7 -
5 2
(también tenemos bases diferentes, pero es posible obtener las mismas bases aplicando

la propiedad del exponente negativo)
3

O @ =00 -0 -0 -k

Ejemplo 2

bl

Efectuar:

a. (a®)?=a%?=a°

Apuntes de Funciones Exponenciales y Logaritmicas
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wlR

2
3 _ 3 12_ .15_ . _12_ . _Z_ 1_3_ 3
c. 2-3(05)2=2- /(E) =2-(f=2-@=223=25=05=32
d. 27% +2% = 27X = 7
1 1 1 1 1 5
e. 33-4/3=3:-32=33"2=3¢=1%/35
Ejercicios propuestos

1. Reduzca a una sola potencia:
a. a’>-a* a-a3 c. (3) - (3)_2
b. (%) - (%)2 d. x5+ x3 i
2. Efectle
_2 0 . 3x—2 -~ 3x—3
a. (%) ' (%2 . (%) Z (0,2)*-5%*-(0,2)72
b (3+3)°

3. Potencia de exponente real.

Es importante saber que las propiedades de las potencias para exponentes racionales
permanecen validas para exponentes irracionales.

Recordando que la unién de los nimeros racionales Q , con los irracionales I, osea QU I ,
da como resultado los niumeros reales R, tenemos:

Las propiedades de las potencias para exponentes racionales permanecen validas para
exponentes reales (si la base es positiva).

Observacion:
> En el caso particular de a real y positivo, tenemos 0% = 0
> Sin embargo 0° es una indeterminacion.
Ejemplos
Calcular:
a. 3V2.3%= 3245
b. 537 - 527 — §37-2T _— g%

« (707=0 =0 =

Apuntes de Funciones Exponenciales y Logaritmicas



INGRESO 2021
MATEMATICA

4. La Funcion Exponencial — Definicion.

Recordando el ejemplo de la introducciéon, podemos definir la funcién exponencial asi:

Sea a un numero real positivo y diferente de 1 (a € R} y a # 1) definimos
la funcidn exponencial con base a a la funcidn

f: R - R; definidapor f(x) = a*

Son ejemplos de funciones exponenciales:

a. f(x)=5" (enestecaso labasees5)
b. f(x)=(0,4)* (eneste caso labasees0,4)

c. fx)= (\/g)x (en este caso la base es \/5)

1. TRABAJO PRACTICON°5

Ejercicio 1. En las siguientes funciones definidas, identifique las que son funciones
exponenciales.

a) y=10*% b) f(x) = x1° c) y=10x
d) y="= e) f(x) = (0,1)" Ny=2

Sila base a es 10, la misma se conoce como base decimal y la funcién f(x) = 10* se conoce
como funcion exponencial decimal, haciendo referencia a la base 10.

En numerosas aplicaciones, la opcidn mas adecuada para una base es el niUmero irracional
e = 2.718281828 ...

conocido como numero neperiano.
Recuerdeque 2 < e < 3
Cuando este nimero es usado como base de la potencia, la funcion dada por f(x) = e*

recibe el nombre de funcién exponencial natural. Su grafica se ilustra en la siguiente figura'y
se compara con las funciones exponenciales de base 2 y 3

Apuntes de Funciones Exponenciales y Logaritmicas
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= =3% 44—
y=fG) =3 o= e

y=flx)=2%

2,7182..=¢

/

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Aseglrese de ver que para la funcion exponencial f(x) =e*, e sea la constante
2.718281828 ..., mientras x sea la variable.

Para todos los otros casos es soélo llamada funcion exponencial.

5. Grafico de la Funcion Exponencial.

Las graficas de todas las funciones exponenciales tienen caracteristicas semejantes.
Analizaremos la imagen de la grafica de funciones exponenciales a través de algunos
ejemplos.
Ejemplo 1

y=f(x)=2%

Construimos una tabla de valores con los puntos pertenecientes al grafico cartesiano de la
funcidn, atribuyendo valores arbitrarios a x y, enseguida, calculando el valor de f(x) para

cada uno de esos valores. Ejemplo:
1

y=f(=2)=272=2; y=f(-D=2"1=2;y=f(0)=2=1
y=f()=2'=2; y=f(2)=2*=4

x fo) =27 :
-2 1 le- 3
-1 1'/2
0 1 _/
_I_ 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
2 4 T
Tabla Gréfico

Observamos que cuanto menor es el valor de x, mas los puntos del grafico de la funcién se
aproximan del eje x, sin embargo, no llega a tocarlo nunca. La recta sostén del eje x, por este
motivo es llamada de asintota a la curva; palabra que viene del latin “asymptota” que significa
“linea” .

Ejemplo 2

X

y=f(x)=(%)

Procediendo del mismo modo que en el ejemplo anterior, tenemos:

Apuntes de Funciones Exponenciales y Logaritmicas
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1 -
x fo = (3)
—2 4
-1 2
0 1
1 1/'2
-3 4
1
2 /4 H
Tabla Gréfico

Observamos que cuanto mayor es el valor de x, mas los puntos del grafico de la funcién se
aproximan del eje x, sin embargo, no llega a tocarlo nunca. Por este motivo, la recta sostén del
eje x, es una asintota a la curva.

Ejemplos 3: Funcion exponencial natural
Trace la grafica de cada una de las funciones exponenciales naturales.
a) y — 260,24x
_1_—o58x
b) y= Se

y = 20024%

- ¢
De lo expuesto anteriormente podemos clasificar la funcion y = f(x) = a* en:
e Crecientesia > 1
® Decrecientecuando 0 <a <1
Podemos resumir las propiedades de la grafica de la funcion f(x) = a*
1. Dominio: R
2. Imagen: R} (reales positivos)
3. Siempre pasa por P(0,1)
4. Lafuncion es inyectiva, o sea que: f(x;) = f(xy) = x; = xy
5. Lafuncidn es sobreyectiva, o sea que: V y € R} ,existe x ER tal que y = a*
6. De (4)y (5) podemos decir que la funcidn es biyectiva.
7. Sia > 1, lafuncién es creciente, o sea: x; > x, = a*t > a*2
8. Si0 < a < 1,lafuncién es decreciente, o sea: x; > x, = a*t < a*2
9. Eleje x es asintota de la grafica.
8
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Como hemos visto en los ejemplos y ejercicios anteriores se puede ver que la grafica de una
funcién exponencial es siempre creciente o decreciente. En consecuencia, las graficas pasan
la prueba de la recta horizontal y, por tanto, las funciones son uno a uno o inyectivas.

Se puede usar la propiedad biunivoca para resolver ecuaciones exponenciales sencillas.

TRABAJO PRACTICO N° 5
Ejercicio 2. Represente graficamente las siguientes funciones (utilice los conceptos

aprendidos sobre desplazamiento de graficas)

1X—2
b) y =3%—1 b) y = 21 ) f(x)=(3) d)y=1+2%

2

TRABAJO PRACTICO N° 5

Ejercicio 3. Verifique si las funciones abajo son crecientes o decrecientes en R. Justifique

@) F() = (16)* b) y = 10° o1 =)
@)y = (107" &) ) = (?) Ny=n*
Ny=(2-1) Wy = (%>_x Dy = <g>-x
Ejercicio 4. La funcion f(x) = 5* es una funcién exponencial con base .................... Evalle la

funcidn en los siguientes casos:

a. f(=2) =

. f(0) =
f(2) =

d. f(6) =

Ejercicio 5. Trace la grafica de la funcién haciendo una tabla de valores. Use calculadora si es
necesario.

a. f(x) =3*
b. h(x) = (g)x

or

o

Ejercicio 6. Grafique ambas funciones en un conjunto de ejes.
a. f(x)=2* vy glx)=27%

b. fl) =4 y g)=7*

Apuntes de Funciones Exponenciales y Logaritmicas
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Ejercicio 7. Relacione cada funcion exponencial con su grafica.

a.f(x)=2" \ e
b.f(x)=2" %41 |

S = —t—t
0l 1 T ’N\O:\l\ 55

c.f(x)=-2" e »7
d.f(x)=-2" : .

I : v 3

o it N

Ejercicio 8. Encuentre la funcion exponencial f(x) = a* cuya grafica nos dan.

.‘.

a)

Ejercicio 9. Grafique la funcidn, no localizando puntos sino empezando desde las graficas
modelos y haciendo las transformaciones adecuadas.

a) f(x)=-3%

b) g(x) =2*-3

c) h(x) =4+ (%)x

Ejercicio 10. Encuentre las funciones f o g y g o f ; y determine sus dominios.

f)=2%, gl =x+1

Apuntes de Funciones Exponenciales y Logaritmicas
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6. Ecuaciones Exponenciales.

Llamamos de ecuacién exponencial a toda ecuacién que presenta la incégnita en el exponente.
Son ejemplos de ecuaciones exponenciales:

3*=1 ;0 5%3=10-2¥t ; g*=3

Resolver una ecuacién exponencial significa encontrar el valor (o valores) de la incégnita que
haga la ecuacidn una sentencia numérica verdadera. Por ejemplo, en la ecuacién 2* = 32, el
valor x = 5 es una raiz, pues 2° = 32.

Es posible transformar (a través de las propiedades) algunas ecuaciones en otras equivalentes
gue posean, en ambos miembros, potencias de la misma base (mayor que cero y distinto de 1).
Obtenido esto, y recordando que la funcién y = a* es inyectiva, llegamos a una ecuacién que
envuelve solamente los exponentes de los dos miembros.

Cuando no es posible obtener potencias de la misma base en los dos miembros, utilizaremos
otros métodos, en especial los Logaritmos.

En esta parte del curso, no haremos uso de los logaritmos para resolver las ecuaciones
exponenciales.

Observe con detenimiento los ejemplos de ecuaciones exponenciales, siendo U =R . Es
importante que preste atencién a cdmo se puede reducir, en estos casos, a la misma base, para
resolver la ecuacion.

Ejemplo 1

Resolver la ecuacién 3* = 9
Solucion
3*=9
3*¥ =32 expresamos el 9 en la base 3
x=2 por la propiedad biunivoca
El conjunto solucién es S = {2}

Ejemplo 2

Resolver la ecuacién V3 = 27%
Solucién

1
Como+/3 =32 y 27 = 33, tenemos:

1 1
3z = (33%)* => 3z = 33

. . s 1
El conjunto soluciénes S = {g}

w
x
Il
N | =
U
=
Il
[N

11
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Ejemplo 3
5x
Resolver la ecuacién(g) = (%)
Solucion

27 33 _ 3\3 27 (273
Como—=—==|-) >—=|(z) ,entonces:
8 2 2 8 3

2% 273 e 3 _ 3
(5) =(5) =sv=-3=x=-%

El conjunto solucién es S = {_ g}

TRABAJO PRACTICO N° 5
Ejercicio 11. Siendo U = R, resuelva las ecuaciones exponenciales
a)5* =125 b)81—-3*=0 c)125:5*-1=0
d) 2% =2 o) V& =64 T 8 =V6s
Ejemplo 4
Resolver la ecuacién 2% + 2*¥T1 = 24
Solucion

La ecuacién puede ser escrita asi: 2* + 2% -2 = 24
Sustituyendo 2* por y
y+ 2y =24
3y=24=y=38
2*=8=23=>x=3

El conjunto solucién es S = {3}

Ejemplo 5
Resolver la ecuacion 3 - 2¥+1 —4.2%72 _ 6.2% = —4
Solucién
Como 2%+l =2.2% y px2 =2 -2
2 4

3:2%¥t1 —4.2%72 _6.2% = —4

3-2-2’C—4-§—6-2’C=—4

12
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6:2¥—2¥— 62 = —4
2% = —4
2X=22x=2

El conjunto solucidn es S = {2}

Ejemplo 6
1 x2—x

Resolver la ecuacién 9% = (g)

Solucién

Como9=3%y i = 371 entonces:

(32 = (371"
32X — (3)x—x2
2x = x — x2
x2+x=0=2x,=0 6 x, =—1

El conjunto solucidnes S = {—1, 0}

TRABAJO PRACTICO N° 5
Ejercicio 12. Siendo U = R, resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales
82 05\3%2 5 6

x—4 X — _ huidad — 3x — 2x—4
a) 3*7* 4 3% = b) (%) 1 o) V2% = §2

x+2 x _ 5% _ (1 x+1 8" _ x+2
c) 2%*2 42 =80 d) == (5) e) =2

Ejemplo 7

2—X
_ 1
Resolver la ecuacion 4¥ — 3 -2¥"1 — 5. (5) =10 + 2 -2¥*1
Solucién

Analizaremos los términos de ambos miembros por separado y luego los sustituiremos en la
ecuacion exponencial.

Asi:
4% = (ZZ)X = 22X — (Zx)z (1)
x-1 _ 2%
2% = > (2)
;=2 3)
2%+t = 2% .2 (4)

Sustituyendo en la ecuacién dada, tenemos:

2—X
4x—3-2x—1—5-(1) =10 + 2 - 2x+1
2

13
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()2 -3-Z -5 (27> =10+2-2% 2

Reescribiendo:
(2)? —Z-zx —5.-(2)*2=10+4-2% (5)

Como (2)* 72 = z—z = % (6)

Reemplazando (6) en (5) y reescribiendo
(2%)2—2.2% —2.2¥ =10+ 4- 2% (7)
Sihacemos 2* =y (8)

Reemplezamos (8) en (7)

3 5
=2y -2 y=10+4-y
Multipliquemos por 4 ambos miembros para eliminar las fracciones y trabajar con
coeficientes enteros.

4-[(2 =2y =2yl =4-[10+4-y]

4y? — 6y — 5y =40 + 16y Distributiva en ambos miembros

Efectuando las operaciones algebraicas necesarias, tenemos:

4y2 — 27y —40=0 (9)

Las raicesde (9)sony; =8 ey, = —z

Para y, = 8 ,en(8) tenemos: *=8 = 2*=23 = x=3

Para y, = —z, en (8) tenemos: 2% = —% , lo cual es imposible pues el rango de la funcién

exponencial son los reales positivos, o sea, a* > 0 para todo x real
Por lo tanto, el conjunto solucién es: S = {3}

14
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LA FUNCION LOGARITMICA
1. Introduccion

En la seccion anterior vimos como es sencillo resolver una ecuacién exponencial cuando es
posible obtener en ambos miembros de la igualdad potencias de la misma base. Por ejemplo:

X=64 22°=2°35x=6 =5 = {6}

En la seccion anterior nunca resolvimos ecuaciones del tipo 5* = 12 , pues es imposible
obtener en ambos miembros potencias de la misma base.

Las funciones exponenciales tienen una base constante y un exponente variable. La inversa de
la funcidn exponencial es la funcidon logaritmica.

Para abordar este tema, pasaremos inicialmente al estudio de los logaritmos como operacion
matematica, para después estudiar la funcion inversa de la exponencial, o sea, la funcién
logaritmica.

2. Definicion de logaritmo

Seana,by c nimeros realescona # 1,a € RY —{1}.y b € R}
Llamaremos al “logaritmo en base a de b (b )", al numero real c, tal que a® =

Es bueno recordar la definicién de logaritmo mediante el siguiente esquema.

obtenemos

— cC __
log, }; C ﬁ a b
elevada
donde:
a es la base del logaritmo
b es el logaritmando;

c es el logaritmo;

Obtener el logaritmo de un nimero (en cualquier base) es una operacion aritmética binaria, o
sea que es la siguiente funcién:

log: RXR—- R
(a,b) » c =log,b (1)
Observemos que
ac= a® = b (2)

(1) “porde logaritmo

15
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En los siguientes ejemplos:
2° =5

elnin5 — g

es comun decir: “simplificamos la base con el logaritmo”. En realidad, sélo estamos usando la
definicién de logaritmo.

Recordemos entonces que:

El logaritmo de un nimero positivo b, en una cierta base a , positiva y i
| diferente de 1, es el exponente al cual se debe elevarla base a, de modo |
I a obtener ese nimero b . |

Comparando esta ultima expresién con el ejemplo dado al comienzo, 5* = 12, podemos
observarquea =5y b =12, porloque x =12

Si bien no sabemos cual es el valor de x, podemos afirmar que:
1<x<?2

pues
51 < 12 < 52

Veremos mas adelante una forma de calcular x, mediante un cambio de base (en este curso),
o una serie de potencias (en Calculo I)

Logaritmos Especiales:

Si la base es 10, colocamos simplemente log log b .

Osea, loglogh = xdef & 10" =b

Si la base es el ya conocido numero e, usamos el siguiente simbolo [n b.
Osea,lnlnb =x def & e*=b

El simbolo "In b" se lee: “logaritmo natural”.

Ejemplo 1

Determinar x en los siguientes casos:

a5 =x b)%zx c)=x d1l =x
Solucion

a) 5=x >5*=5=5"=5 = x=1
0% =x o (3 =10 (= () 2 ae
1=2s 2*=2" x=0
0 1=x = (O =11-() = (=) 2r-c
Podemos observar que:
> el logaritmo de la base es 1

> el logaritmo de 1 es cero independientemente de la base.
Ejemplo 2

16
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Determinar x en los siguientes casos:
a)36 =x b)2 =x

Solucion
a)36 =x = 6¥=3636=6’> 6*=6% > x=2

b)2 =x=> 8°=28=2°> (23)x=2 »2%=2"2 3x=1 = x="

TRABAJO PRACTICO N° 5

Ejercicio 13. Complete segun la definicion de logaritmos:

53 = 125, entonces log ] =

25 =2, entonces |:| = e

Ejercicio 14. Usando la definicidn de logaritmo, determine el valor de x (sin usar calculadora)

a) 10 =x b) V3 = x 0 1=x

d V2 =x
e) 0,1 =x

Ejercicio 15. Complete los espacios en blanco:

Férmula Forma exponencial | Forma logaritmica | Forma exponencial
logaritmica
8=1 43 = 64
1
64 =2 5 ==
2
2 3
83 =4 42 =8
3 1
8° =512 (—) = —2
16
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Ejercicio 16. Resuelva las siguientes expresiones, sin usar calculadora
a. logs % = b. log,sV2 = c. log,V2 =
d. logg0.25 = e. log,,v10 = f logye7 =
Ejemplo 3:
Determinar el valor de x, siendo x = log: 16
8
Solucion
. e N - o -3\x _ 94 —3x _ 74
log: 16 =x = (8) =16 = (2) =24 = (23)*=2¢ = 273%=2¢ oS

—3x=4 = 3x=-4 > X=—:

TRABAJO PRACTICO N° 5

Ejercicio 17. Encuentre el valor de x, sin usar calculadora.

1
a) x=log,s ¥ b)log: ; = x ) log(2v2) =x
Ejemplo 4
Determinar x en los siguientes casos:
a) 8=3 b)5=1 c)2=§ d 5=-2
2 5

Observe que, en este ejemplo, x es la base
Solucion

a) 8=3 = x3=8=> x=38=> x=2

1
b) 5:% > x2=5= Jx=5>= (Vx)' =52 = x =25
3
c) =§ > x5i=2 = Yx3=2 = x3=25> x=1/25
1 5
d 5=—2 = x2=5 = ==5 = x2=-5 x = S= =
X 5 w(¥)\ 5 5
(%) Enestecaso,sixz=%entonces lez\E,esdecirxz— %yxz\E pero como x €

R; — {1}, la opcién x = —\E se descarta.
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TRABAJO PRACTICO N° 5

Ejercicio 18. Utilizando la definicidén de logaritmos, encuentre el valor de x en los casos
siguientes:

a)log, 10 =5 b)log, V2 = % c) logxz = é
e) log, 0,5 = -2 f) log, 5 :é g) log, 0,001 =0,1 h)log,0,2=2

d) log, 10 = —~

Ejemplo 5

Determinar x en los siguientes casos:

a) x=4 b)x=é c)x=i dx=-3
Solucion

a) x=4 = x=5*= x=0625
1

1 1\s 8[1 8 r1\* 1
b) X == $x=(—)8 ix:\/: = x = (—) = X = -
8 4 4 2 2

1
1

1 =
c)x=i = x=(\/§)z = x=(3%)4:>x=3§ = x=§/§
-3 3 3

d x=-3 > x=(x/§)_3:> x=(2%) = x=2"2 = x:(—)z =

TRABAJO PRACTICO N° 5
Ejercicio 19.
Utilizando la definicién de logaritmos, encuentre el valor de x en los casos siguientes:

a) logsx=5 b) log;ox =0 c) logsx = -3 d) log,(x*—2)=-1

e) logzx = g f) logz(2x) =—-4 g 1030,1% =-1  h) logo(x*+2) = -1

La idea del siguiente ejemplo es usar sélo los conceptos de logaritmos, pues alin no hemos visto a la
funcion logaritmica.

Es un desafio algebraico, para los que estdn acostumbrados a usar propiedades de funciones
inversas, resolver los problemas que se presentan ahora y que no envuelven funciones en este
momento.

Después definiremos la funcidén logaritmica; pero por ahora, sélo trabajamos el concepto de
logaritmo como operacidn aritmética.
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¢Qué significa esto de ser operacidn aritmética?

Dados dos numeros reales, puedo sumarlos, restarlos, multiplicarlos, dividirlos, calcular la potencia
de uno respecto del otro (multiplicacién abreviada), o logaritmar uno en la base del otro (con las
restricciones apropiadas de la base y del logaritmando)

Hay que dejar claro también que, suma, resta, multiplicacién, divisién, potenciacién y logaritmacién
son también funciones que, en conjuntos numéricos especificos y con las operaciones elegidas,
cumpliendo algunas propiedades, constituyen Estructuras Algebraicas. Estos temas seran tratados
en Introduccién al Algebra Lineal, Algebra y Estructuras Algebraicas, entre otras disciplinas dictadas
en esta Facultad.

La potenciacidny la logaritmacion se veran en su forma funcional en los diferentes Calculos, dictados
también en esta Facultad. En el Ingreso, veremos estas dos operaciones aritméticas también como
funciones. Ya vimos la funcion exponencial, después de recordar las propiedades de la potenciacion
como operacién aritmética. Haremos lo mismo con la funcién logaritmica, recordaremos las
propiedades de los logaritmos, para luego verlos como funcion.
Ejemplo 6
Siendo a,b,c € R} ,con a # 1yb # 1, determinar x, mediante la definicidn de logaritmo.
a) x=ab
b) x=a
0 x=a
d x=a

b

1+b

b-c

Solucion
a) x=a
Llamaremos "y" al exponente delabasea:y = b

De esta forma, podemos expresar (1), como x = a’ = (Z)ay
e,

Apliguemos a (7}, la definicidn de logaritmo. Resulta que b = W(z)y df e a” =b

b

Indiguemos como (4] a laigualdad anterior a” = b
Por(2)y(4) tenemos: x = W(3)a3’ y a¥ = W(4)b Por la propiedad transitiva de la igualdad

en 2}y (4], resultaque x = b, pues: x = w(3)ay ANad = W(4)b = x = b (propiedad
transitiva de la igualdad)
Concluimos que:

x=»b

b) x=a? (1)
Llamaremos "y" a uno de los factores del exponente de labase a:y = b (2).
De esta forma, podemos expresar (1), como x = a’? = W(z)az'y =M (a¥)? (3)

(*) Propiedad Potencia de una potencia.

Apliguemos a (2), la definicidn de logaritmo. Resulta que b = u(z)y df e a’ =b

Indiguemos como (4) a la igualdad anterior a” = b (4)
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Por (3) y (4) tenemos: x = W(3)(a3’)2 y (a¥)? = u(@bz Por la propiedad transitiva de la
igualdad en (3) y (4), resulta que x = b? , pues: x = u(3)(ay)2 A (a¥)?

-n

Concluimos que: la igualdad)
x = b?

c) x=a? (1)
Llamaremos "y" a uno de los términos del exponente de labasea:y = b (2).
De esta forma, podemos expresar (1), como x = a? = W(*)al ra’ = W(z)al ~a¥ (3)
(*) Propiedad del producto de potencias de la misma base.

Apliquemos a (2), la definicion de logaritmo. Resulta que b = W(Z)y df s a’=>b

Indiguemos como (4) a la igualdad anterior a¥ = b (4)
Por (3) y (4) tenemos: x = w(3)a1a3’ y ala” = W(4)a1b = ab.
Por la propiedad transitiva de la igualdad en (3) y (4), resulta que x = a - b, pues:

X = W(3)a1ay y ata? = HH(4)a1b = ab = x = a- b (propiedad transitiva de la igualdad)
Concluimos que:
x=a-b
d x=a’°¢ (1)
Llamaremos con y y z a los exponentes de a: y=b (2)
Z=cC (3)

De esta forma, podemos expresar (1), como x = a? € @y a7 (4)

Apliguemos a (2) y a (3) la definicién de logaritmo. Resulta que b = W(z)y df ea” =b
(5) y también ¢ = —? df & b” =c (6)
Por (4); (5)y (6) x = _ma¥” ()= x=(@) (5)= x= b* (6)= x=c

X =C

(propiedad transitiva de

TRABAJO PRACTICO N° 5

Hay que recordar que: La idea es resolver estos ejercicios sélo con los conceptos de logaritmos,
pues aun no hemos visto a la funcion logaritmo y su inversa.

Ejercicio 20.
Determine x:
a) x= glogs 2 b)x = 3logs 10 c) x = 10310810 10 d) x = 25+log; 5
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3. Propiedades y Leyes de los Logaritmos.

Usando la definicion de logaritmos podemos resumir las siguientes propiedades:

Propiedad Razén
2. 1=0 Se debe elevar a a la potencia 0 para obtener 1.
3. a=1 Se debe elevar a a la potencia 1 para obtener a.
4, a* =x Se debe elevar a a la potencia x para obtener a*
5. a* =x x es la potencia a la cual se debe elevar a para obtener x.

Veremos ahora otras propiedades de los logaritmos en la misma base.
Puesto que los logaritmos son exponentes, las leyes de los exponentes dan lugar a las leyes de
los logaritmos.

i. Logaritmo de un producto

Sea a un numero positivo, con a # 1. Sean b y ¢ nimeros reales cualesquieracon b > 0
y ¢ > 0. Se verifica la siguiente igualdad.

(b-c)=(b) +(c)

Esto es:

El logaritmo de un producto de nimeros es la suma de los
logaritmos de los nimeros.

Demostraremos esta afirmacion.
Siendo a,b,c € R} ,con a # 1, el problema consiste en encontrar el (b - ¢), conociendo
los valores de (b) y (c)

Seax=b;y=c

Por la definicidn de logaritmos
x=b=>b=a* (1)
y=c>>c=a” (2)

Multiplicando miembro a miembro (1) y (2)
b=a* (1)
c=a¥ (2)

Mult. Miemb.a Miemb p.¢c = a*-a?

= b.c:ax+)’
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i logaritmo  Aplicando la definicién de logaritmo, (3) puede
= (b-c=a*ty )/ serescrita (b - ¢) = x + y. Recordemos que
(3) T =b —
7 Base del logaritmo X=byy=c.
Logaritmando Resumiendo: (b-c) =b +c¢

Ejemplo 1
Aplicar la propiedad del logaritmo de un producto en los siguientes casos. (Esto se conoce

como expansion de expresiones logaritmicas)
1

a) (0,2-5) b) (5 2) ¢)(a-b-c)
Solucion

a) (02-3) =02) +(3)

b) (5-2) =(5) +(2)

c)(@ab-c) =() + () +(c)

Ejemplo 2

Aplicar la propiedad del logaritmo de un producto en los siguientes casos. (Esto se conoce
como combinacion de expresiones logaritmicas)

a)2+7 b)3+5 +10 c)2+(§)
Solucion

a)2+7=(2-7) =(14)
b)3 +5+10 =(3-5-10) = (150)

a2 +() =) =10

ii. Logaritmo de un cociente

Sea a un numero positivo, con a # 1. Sean b y ¢ nUmeros reales cualesquiera con b >
0y c > 0. Se verifica la siguiente igualdad.

(5)-w-©

Esto es:

El logaritmo de un cociente de niumeros es la diferencia de los
logaritmos de los numeros.

. ., . , b .
Demostremos esta afirmacion, determinaremos cémo evaluar (Z) , conociendo los valores
de (b) yde (c¢) ,donde a,b,c €ER} ,con a # 1

Seax=bey=c

Por la definicién de logaritmos:
x=b=>b=a* (1)
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y=c >c=a’ (2)
Dividiendo (1) por (2):

b_ a* b_ jx-y
c  aY = c a (3)
Si aplicamos nuevamente la definicién de logaritmos a esta ultima expresién (3) tenemos
que
b !
(B)=x-y Wy@= ()=b-c
Ejemplo 1

Aplicar la propiedad del logaritmo de un cociente en los siguientes casos. (Esto se conoce
como expansion de expresiones logaritmicas)

a) (%) b) (0,2)

Solucion

) () =5 -

b) log log (0,2) =log log (130) =log log 2 —loglog 10 =loglog2 —1
Ejemplo 2

Aplicar la propiedad del logaritmo de un cociente en los siguientes casos. (Esto se conoce
como combinacion de expresiones logaritmicas)

a) 2 =7 b)10 —5 c) (2,5) —(10)
Solucion

2 2-7-()

b) 10—5=(15—°)=2=

0 (25) - (10) = (%) = (0.25)
Ejemplo 3

[u=y

Aplicar la propiedad del logaritmo, vistas hasta ahora, en los siguientes casos:
ab 3a

a) (%) b) (5)

Solucion

a) () =@bh -0 =@+® -©

b) Ba) —b =@B)+a—-b=14a —-b

iii. Logaritmo de una potencia
Calculemos ahora el valor de (b™) , conociendo los valores de (b) el valor de m , donde
a,b€eR;,cona+1
Solucién
Seax=bey=c
Por la definicién de logaritmos
x=bMm = p™ = qa* (1)
y=b=>b=a" (2)
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Elevando (2) a la m, obtenemos:
b™ = (a¥)™ = p™ = a¥™ (3)

Comparando (1) y (3) tenemos
a* = a”™ , resolviendo esta ecuacidn exponencial de la misma base, tenemos: x =m -y
Sustituyen en esta ultima igualdad (1) y (2):

x=m-y(1)=b" =m-yR2)=> b" =m-b

Podemos concluir entonces que:

El logaritmo de la potencia de un numero es el exponente
multiplicado por el logaritmo del nimero.

Ejemplo 1
Aplicar la propiedad del logaritmo de una potencia en los siguientes casos. (Esto se conoce
como expansion de expresiones logaritmicas)

a) (32) b) (10_4) c) log log V2
Solucion

a) (3°) =3-®

b) (107*) = (-4)-(10)

c) loglog V2 =loglog (2%) = %-log log 2

Ejemplo2

Aplicar la propiedad del logaritmo de una potencia en los siguientes casos. (Esto se conoce
como combinacion de expresiones logaritmicas)

a) 5-2 b) (—10) -5

Solucion

a) 5:2 =2°

b) (—10)-5 =510
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Leyes de los Logaritmos

yB>0

Sea a un numero positivo, con a # 1. Sean A, B y C nimeros reales cualesquieracon 4 > 0

1. (A-B)=(4)+ (B)

El logaritmo de un producto de nimeros es
la suma de los logaritmos de los numeros.

2. (5)=@-®

El logaritmo de un cociente de numeros es
la diferencia de los logaritmos de los
nuameros.

El logaritmo de la potencia de un nimero

a. logs(5y)

d. logs VxZ + 1

x(x%+1)
9. log (T
Ejercicio 22.

3. (AC) = (A) es el exponente multiplicado por el
logaritmo del numero.
TRABAJO PRACTICO N° 5
Ejercicio 21.

Use la Ley de Logaritmos para expandir las expresiones

b. logz(x(x —1)) c. logg V17
e. InvVab f InV3rs

[ x2+4a log |x /yﬁ
h. lﬂg (x2+1)(x3+7)2

Apuntes de Funciones Exponenciales y Logaritmicas
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Use las Leyes de Logaritmos para combinar cada expresién

a. log, A+log,B +2log, C

b. 4logx — %log(x2 + 1)+ 2log(x — 1)

¢. In5+ 2Inx+ 3In(x?*>)

d. 2(logsx + 2logs y — 3logs z)

e. %log(x +2)3 + % [logx* —log(x? — x — 6)?]

f. log,b+clog,d —rlog,s

4. Cambio de base

En algunos casos, es util cambiar de logaritmos de una base a logaritmos de otra base. Suponga
que seda x yse quiere hallar x . Sea

y=x (1)
Podemos escribir esto en forma exponencial y se toma el logaritmo, con base a, de cada lado.

bY =x Forma exponencial
bY =x Tomando log,de cada lado
y-b =x Ley del logaritmo de una potencia
y = g (2) Dividiendo por b
- x
- ~(2) b

Obtenemos la siguiente férmula para el cambio de base

Férmula de cambio de base

I
*~h
Ejemplo 1
Pasar a la base 5:
a) 2 b) V2 c)5 d) (5)
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Solucién

Ejemplo 2

Encontrar el valor de N sabiendoque N = 3.

Solucién

N=12V—=3 (1)

de(1)=> 5=3(2)=> N =2-log;3(3)=> N =log;3°(4)=> N=3

(1) Expresamos el primer miembro, donde esta la incognita N, en base 5, la base en la cual
esta el dato

(2) Multiplicamos ambos miembros por 2

(3) Ley del logaritmo de una potencia

(4) Despejamos N usando la definicién de logaritmos 5" = 5

TRABAJO PRACTICO N° 5
Ejercicio 23.

Use la regla para cambio de base y calculadora para resolver (redondear a seis lugares
decimales)

a. log, 5=

b. logs 2=

c. log, 16=
d. log, 92=
e. log,; 2.61=
f. logg 532=
g. log, 125=
h. log,, 2.5=
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Ejercicio 24.
Transforme para la base solicitada (a, b, ¢ € R} y diferentes de 1)

a) log. b paralabase b.
b) logy a para la base b?

c) log, a parala haseé

5. La Funcion Logaritmica.

Sea a un nuamero real, positivo y diferente de 1 (o sea R} — {1}. Llamamos funcién logaritmica
de base a a la funcidn:
g: R — R definida por g(x) = x

Observe que el dominio de la funcidn es R}, o sea, solamente valores positivos podran ser
atribuidos a la variable x.

Vamos a analizar dos ejemplos. En el primero la base es mayor que 1y en el segundo, la base
estaentreOvy 1.

Ejemplo 1
Consideremos la funcién definida por
y=Xx o)

fo) =x

Atribuiremos valores arbitrarios a x y calculando f(x), vamos a construir una tabla de valores
para encontrar los puntos que pertenecen al grafico de la funcién y = x

X y Punto (x,y)

L 2 (1 2) . 3 =to37 2
— —_ -, — —_ = = = — = = = —
9 9 9~ Y 9 y

! 1 (1 1) L 37 L 371 1
— —_ —_ - —_ = = = — = = = —
3 3’ 3~ Y 3 y

1 0 (1,0) 1=y > 3V=1=3"2y=0
3 1 (3,1) 3=y = 3¥=3=3'=y=1

Gréfico:
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-1

-2

y = f(x) =logzx
Observe que, sélo por conveniencia, atribuimos a x solamente valores que son potencias de
exponente entero de la base, pues de ese modo obtenemos valores enteros para el logaritmo.

Observe también que, cuando el valor de x (positivo) “se aproxima a cero”, mas y mas los
puntos del grafico “se aproximan del eje y”, sin nunca tocarlo. De este modo el eje y es una
asintota a la curva.

Ejemplo 2
Veamos la funcion definida por y = x

Procedamos de manera analogo a la del ejemplo 1, una tabla de valores y puntos
perteneciente al grafico de la funcion y = x

X y Punto (x,y)

1 ) (12> 1 ) 1 1y’ B

9 9’ =7 = (3) =5=(3) =v=2

1 . (1 1) 1 Y 1 1yt B

3 3’ 3=v = (3) =3=(3) =»=1
1\” 1,°

1| 0 (1,0) 1=y = (5) =1=(3) =v=0
1\” 1\

3 | -1| G,-1) 3=y = (5) =3=(3) =v=-1
1\” 1\ *

9 | -2 | (9,-2) 9=y = (3) =9=(3) =v=-2

Gréfico:
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fx)=logix
3

72_________________. _____ =S

-3

y = f(x) =logix
3

Los ejemplos dados nos llevan a clasificar una funcion definida por y = x como:

e Crecientecuandoa > 1
e Decrecientecuando 0 < x <1

1- Grafico de la funcion:

y = logg x y =log, x

p P (1,0)
(1.0) ) )

a>1 0<a<l1

2- El Dominio de la funcién es R, o sea, solamente los niumeros positivos poseen logaritmo.

3- El Conjunto Imagen de la funcién es R, o sea que, cualquier numero real es el logaritmo de
algdn numero real positivo, en alguna base.

4- El grafico de la funcidén estd a la derecha del eje y.

5- Six=1=>y=1=0 pues a’ = 1. O sea que el punto P(1,0) pertenece al gréfico de la
funcidn, es decir, en cualquier base, el logaritmo de 1 es 0.

6- Six = aeslabase, tenemosque y = a = 1, pues al = a. O sea que el logaritmo de la base
es 1.

7- Lafuncidn es inyectiva, puessi x; # X, = X1 # X, .

8- La funcidn es sobreyectiva pues, paraVy € R,3x E R} |y = x..

9- Lafuncidén es biyectiva, o uno a uno, pues es inyectiva y sobreyectiva al mismo tiempo.

10- En el caso de que a > 1, la funcidn es creciente, pues six; > x, = x; > X, .

11-En el casode que 0 < x < 1, la funcidén es decreciente pues six; > x, = x; < X, .

12-El eje y es una asintota vertical de la funcion.

13- Si no se escribe la base, se sobreentiende que la base es 10, o sea, x =log log x .
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TRABAJO PRACTICON° 5

Ejercicio 25.
Construya el grafico de las funciones siguientes:
a) y=log,x b) y =log: x c)y =logysx
2
Ejercicio 26.
Calcule el valor de x
a) log,1=x b)log V2 =x c) log,,(log, 2) = x
Ejercicio 27.
Verifique cudles funciones son crecientes y cuales son decrecientes
a) y=logsx b) y = log1x c)y =loggex d) f(x) = log(ﬁ) x
2 2
Ejercicio 28.

Grafique la funcién, no localizando puntos sino empezando desde las graficas
modelos. (Graficas de funcién logaritmica y exponencial).

a) f(x) =log,(x —4)
b) g(x) =2+ log;x
c) h(x) =1-logypx

Apuntes de Funciones Exponenciales y Logaritmicas
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5. La Funcion Logaritmica como Funcidn Inversa.
Cuando estudiamos la funcién exponencial, vimos que era biyectiva. Por esta razén. Admitia
inversa.
Si observamos la grafica de la funcién logaritmica, vemos que ésta también es biyectiva.

y =loggx

Por otro lado, el logaritmo esta definido en funcién de una potencia, la cual podemos asociarla a
la funcién exponencial.

Seria natural, suponer que la funcién exponencial es la inversa de la funcién logaritmica y
viceversa.

Hagamos en un mismo sistema de ejes cartesianos las funciones y = log; x y la funcién y = 3*.

Ambas graficas son simétricas respecto de la recta bisectriz del primero y tercer cuadrante, y =
x. Este hecho es caracteristico de las funciones inversas, como ya fue visto.

. : . 1\* )
Del mismo modo, analicemos las funciones y = log(l)x yy= (5) construyéndolas en el
3

mismo sistema de ejes cartesianos.

y=x

«— bisectriz

y= log( )x

1
3.
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Ambas graficas son simétricas respecto de la recta bisectriz del primero y tercer cuadrante, y =
X.
Recordemos que si f y g son funciones inversas, se cumple que: (fo g)(x) =(ge f)(x) =
id(x) =x
Verifiquemos que esto se cumple en los ejemplos dados.
(a) f(x) =logzxyg(x) = 3%
(f o @) = f(g(x)) = £(3")=logs(3") = x-log;3 = x-1=x
() (*+)
(*) Ley del logaritmo de una potencia.
(**) El logaritmo de la base es 1

(b) (g o (X)) = g(f(x) = g(log,x) = 3% = x

(*#%%)
(*#x*) Definicidn de logaritmo. Recordemos que el log x, es el exponente al que hay que

elevar la base 3, para obtener x.
Por (a) y (b) las funciones f(x) = log; x y g(x) = 3* son inversas entre si.

6.Dominio de la funcion logaritmica

Recordemos que en la funcién logaritmica el logaritmando debe ser real y positivo, la base debe
ser real, positiva y diferente de 1. Analicemos algunos ejemplos de determinacidn de dominio:

Ejemplo 1

Determinar el dominio de las siguientes funciones logaritmicas:

a) y=Ilogs(3x +10) b)f (x) =log,(5 — 12x)
Solucion

a) y=1logs(3x +10)
Debemos tener3x + 10 > 0
10

Entonces3x > —-10 = x> -3 -

Por lo tanto, el dominio es: D = {x ER| x> —?}

b) f(x) =logs(5 —12x)

Debemos tener|5 — 12x > 0

Entonces5 > 12x = 12x <5 =>x<%.

Por lo tanto, el dominio es: D = {x ER| x< %}

34
Apuntes de Funciones Exponenciales y Logaritmicas



INGRESO 2021

MATEMATICA
Ejemplo 2
Determinar el dominio de las siguientes funciones logaritmicas:
a) y=log;o(x?+8x +15) b)f(x) =logs(x? + 3x + 5)
Solucion

a) y=1log;o(x?+ 8x + 15)

Debemos tener [x% + 8x + 15 > 0]

x% 4+ 8x + 15 = O tiene raices x; = =5y x, = —3

Porlotanto x2 +8x+15= (x +5) - (x + 3).

Analizamos el signo de la funcién cuadratica y = x? + 8x + 15 en los intervalos
(—o,-5),en (=5,—3) yen (-3, ), determinados por sus raices.

(—,-5)| (=5,-3) | (=3,00)

(x+5) -} - |+

1 ]
(x+3) —= = | +
| |

(x+5)-(x+3) + -

-9 -2 -7 -8 = -4 -y -2 -1

Por lo tanto x% + 8x + 15 > 0 en (—o0,—5) U (—3, )
Por lo tanto, el dominioes: D ={x ER| x < —-50x> -3} = (—%,-5) U (—3,»)

El apartado b) se deja como ejercicio
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Ejemplo 3
Determinar el dominio de la funcién y = log(sy—12)(5)
Solucion

Se debe cumplir simultdneamente:
5x—12>0 (1) v 5x—12 %1 (2)

(1)5x —12>0 = 5x> 12 =>x>1—52
(25x—12#1 =5r#13 =x*—
Resumiendo, tenemos:

-
w

(1)

()

o —q =] v

D=(1)n(2)

WE Qe =0 “|E
b

ol

El dominio es la interseccidon de (1) y (2), osea D = (1) N (2). Entonces,

D—{ GIR12< <13 >13}
=1X | = b z 0Xx s
También podemos escribir el dominio de la siguiente manera
D= { ER| x< e * 13}
=A¥ | X 3 y x =
O sino:
b (12 13)U<13 )
= | —"— —_ 00
55 5
Ejemplo 4

Determinar el dominio de la funcién y = log,_3)(15 — 2x)
Solucion

Se debe cumplir simultaneamente:
15-2x>0 (1); x—-3>0 (2) y (3)
(1) 15-2x>0 = 15>2x = 2x<15 =x <=
2) x—3>0 =2x>3
(3) x—3#1 =2x*4
Resumiendo, tenemos:
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 — %
2) Y- i
B E
D=(1)N(2)n(3) 3' 3 5
3 4 2

El dominio es la interseccion de (1) ; (2) y (3). Por lo tanto:

15
D:{xem 3<x<404< x<?}

Ejemplo 5
Determinar el dominio de la funcion y = log(,2_q)(—x? — 3x + 4)
Solucion
Se debe cumplir simultaneamente:
—x2—3x+4>0 (1); ¥*-9>0 (2) yx*—9=%1 (3)

(1) La condicion —x% — 3x + 4 > 0 es equivalentea x> +3x —4 <0
q

Estudiemos el signo de la funcién f(x) = x%2 + 3x — 4 \ /
Las raices de la ecuacion x2 +3x —4=0sonx; = —4 y il 3 li

xz =1 \__/
El signo de f varia segtin la siguiente grafica:

2) x2—9>0

Estudiemos el signo de la funciéng(x) = x?2 — 9

Las raices de la ecuacién x> —9 =0sonx, =—3 y x, =3 \ /
El signo de g varia segun la siguiente grafica: N3 S+

3)x2—9%1 = x2%10 = x=1V10
Por lo tanto:

- —Vio-3

al

(1)

(2)

3)

D=1)n(2)Nn(3) e

El dominio es la intersecciéon de (1) ; (2) y (3). Por lo tanto:

D={xeR| -4<x<—-V10 0 —V10<x< -3}

Podemos escribirlo también
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D={xeR| —4<x<-3yx#—/10}

Ejercicio 29
Determinar el dominio de las siguientes funciones logaritmicas:
a) y=logsz(5x + 1) b) £(x) = logs (3 ~7)
c) y =log,(x* — 15x) d) f(x) = log:(x? +9)

7. Ecuaciones logaritmicas.

Son ecuaciones que presentan logaritmos con la incégnita figurando en el logaritmo (resultado),
en el logaritmando o en la base.
Son ejemplos de ecuaciones logaritmicas:

a) log,(3x+1) =3

b) log,5 =12

c)log:12 = x

d) logo(x — 1) +log;2x =1
e) logx +log(x—1) =1

Algunos de estos ejemplos pueden ser resueltos sélo con la definicién de logaritmo. Ya, el
ejemplo (d) necesita de mas elaboracidn.
Observacion: Cuando resolvemos una ecuacién logaritmica, debemos tener en cuenta las
restricciones a que deben estar sujetos los logaritmos, las bases y, consecuentemente la
incoégnita:
¢Cémo determinamos estas restricciones?
Debemos asegurarnos de que:
1) El logaritmando sea positivo.
log,(3x + 1) = 3 restriccion3x+1>0
2) La base sea positiva y distinta de 1.
log,(30) = 2 restricciona>0ya#1
A las restricciones se les suele llamar también “condiciones de existencia” o “dominio de
definicion”, siendo estas designaciones, todas, equivalentes.
El “Conjunto Universo”, (U) del cual obtenemos nuestras soluciones, es el conjunto de los
numeros reales que cumplen con las dos restricciones mencionadas anteriormente.
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El “Conjunto Solucion” (S), es un subconjunto de U en el cual sus elementos verifican la igualdad
planteada. (S € U)

En el ejemplo dado, log,(3x + 1) =3, U = {x ER|x> —1}, mientras que S = E} cu

3
Ejemplo 1
Resuelva la ecuacion logy(5x — 1) = 2
Solucion
log,(5x—1)=2
4? = 5x — 1 (por definicién de logaritmos)

16 +1=>5x
17

_=x

5
Como el logaritmando debe ser positivo, debemos verificar que (5x — 1) > 0 cuando x = 15—?:

5.%-1:15::-0.

[

al’

|
|
J

Por lo tanto, el conjunto solucion es: §

Compruebe su respuesta:

7
Para x =1?

17
log, (5?— 1) — log,(17 — 1) = log,(16) = 2

Ejemplo 2
Resolver las ecuaciones siguientes:
a) logg(x) =3 b) log,(x — 1) = c)log,(2 — x) = -1
Solucion
a) logg(x) = % Compruebe su respuesta:
z
8s =x (por definicion de logaritmos) Parax =4
3 f 7 _loga4 2
Sx :i logg(4) = log,8 3

Los apartados b) y c) se dejan como ejercicio
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Ejemplo 3
Resuelva la ecuacién log,(x? — 2x — 16) = 3
Solucion

log,(x2 —2x—16) =3
23 =x%—2x—16 (por definicién de logaritmos)
x2—=2x—-24=0 (resolucién de ec. cuadrdtica)
X1=—4yx, =6

Compruebe su respuesta:
Parax = —4 Parax =6

log,((—4)% — 2.(—4) — 16) = log, 8 = 3 log(6% — 2.6 — 16) = log, 8 = 3

Como el logaritmando debe ser positivo, debemos verificar que x> — 2x — 16 > 0 , para cada
solucion encontrada:

- (-4)?=2(-4)—-16=8> 0, entonces () pertenece al conjunto solucién.

- (6)2=2(6) — 16 =8 > 0, entonces (6) pertenece al conjunto solucién.

Por lo tanto, el conjunto solucion de la ecuacion logaritmicaes: § = | —4,6!

Ejemplo 4
Resolver las ecuaciones siguientes:
a) logu-4=2 b)log, 10 =3

Solucion
a) 108(::-2) 4=2
(x—=2)2=4 (por definicion de logaritmos)
x> —4x+4=4 (cuadrado de un binomio)
x2—4x =0 (resolucion de ec. cuadrdtica)
x=0yx,=4

Compruebe su respuesta:
Parax=0 Parax =4
log(o—2)(4) = log_,(4) Iz' log(s—2)(4) = log, 4 =2

40
Apuntes de Funciones Exponenciales y Logaritmicas



INGRESO 2021
MATEMATICA

Como la base del logaritmo debe ser positiva y distinta de 1, se descarta la opcion dex =0,
pero atn debemos verificarque x — 2 > 0 yx — 2 # 1 para la solucidn que queda:

- 4=2=2>0y4—2 # 1, entonces (4) pertenece al conjunto solucion.

Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacién logaritmica es: § = {4}

b) log,10=3 )
x¥3 =10 (por definicién de logaritmos) Compruebe su respuesta:
x =10 Parax = Y10

_ logio
logs15(10) =25 =3

Como la base del logaritmo debe ser positiva y distinta de 1, debemos verificar que se cumplen
ambas restricciones: V10 > 0y V10 # 1 entonces el conjunto solucién de la ecuacién
logaritmica es: § = {10}

Ejemplo 5
Resolver la ecuacion: log,—3)(x — 1) = 2
Solucion
]ﬂg(x—E}(x - 1) =2
(x—3)2=(x—1) (pordefinicion de logaritmos)

x2—6x+9=x-1 (cuadrado de un binomio)
x2-7x+10=0 (resolucicén de ec. cuadrdtica)
X3=2Yyx2=5

Compruebe su respuesta:

Parax=2 Parax=5

103(2—3}(2 - 1) = 103—1(1) E’ lﬂg(5_33(5 - 1) = Iﬂgz 4=2

Como la incognita esta en la base debe satisfacer que x —3 >0y x—3 # 1. Ademas, la
incognita esta en el logaritmando entonces también deben verificar que x — 1 > 0, en este caso
vemos que x = 2 no cumple con la primera condicion, por lo que se descarta, pero alin debemos
verificar que se cumplen las tres restricciones para la Unica solucién que nos queda:

- 5-2=3>0;3%#1;5-1=4> 0entonces (5) pertenece al conjunto solucién.

Por lo tanto, el conjunto solucidn de la ecuacion logaritmica es: § = {5}

Ejemplo 6
Resolver la ecuacion: logs(3x + 1) + log2(9 — x) = 2
Solucion

log,(3x + 1) +log,(9—x) =5

41
Apuntes de Funciones Exponenciales y Logaritmicas



INGRESO 2021

MATEMATICA
log;[(Bx+1)(9—x)] =5 (logaritmo de un producto)
log,[27x —3x2+9—x] =5
log;[—3x2+26x+9] =5 (suma de términos semejantes)
2° =—-3x2+26x+9 (por definicién de logaritmos)
—3x*+26x-23=0 (resolucion de ec. cuadrdtica)

_1 _ 23
n=1yx=7

4 N
Compruebe su respuesta:
Parax=1 Parax=23—3
23 23 4
logz(3.1+1) +log,(9—1) =2+3 =5 log, (3.?+ 1) +log; (9 - ?) — log, (24.5) =5
)

.

Como la incégnita esta sélo en el logaritmando entonces debemos verificar que3x +1>0 y
9 — x > 0 para cada solucién encontrada (ya que son soluciones de una ecuacién cuadratica no
sabemos si seran solucién de la ecuacién original que es una ecuacion logaritmica):

- 31+41=4>0A9-1=82>0,entonces (1) pertenece al conjunto solucién.

- 3.23/34+1=24>0 A9-23/3 = 4/3 > Oentonces (=) pertenece al conjunto solucién.
23)

Por lo tanto, el conjunto solucion de la ecuacion logaritmica es: § = { 2

Ejemplo 7
Resolver la ecuacion: logg (2x + 5) — logs(32x + 20) = -1
Solucion
logs(2x + 5) —loge(32x + 20) = -1
(2x+5) " X
logg [32x+20] =-1 (cociente de un logaritmo)
-1 _ 2x45 o 5 e
1 G = s (por definicion de logaritmo)
= (32x+20) =2x+5 (exp. negativo y operaciones)
l?ﬁx + ? =2x+5 (prop. distributiva)
(1?6 - 2) x=5— -13—0 (agrupacion de términos semejantes)
1
x=-=
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a N
Compruebe su respuesta:
Para x :%
1 1
logs (2—"'5) — log, (32-—+ Zﬂ) =logs6 —logg36=1—2=—1
\ 2 2 y

Como la incognita estd solo en el logaritmando entonces debemos verificar que 2x +5 >0 vy
32x + 20 > 0 para la solucién encontrada:

- ﬂ +5=6>0A32 (i) + 20 = 36 > 0, entonces (1/2) pertenece al conjunto solucidn.

Ejemplo 8
Resolver la ecuacién: 2 -log;(x — 1) = 1 + log;(7 — x)
Solucion
2logz(x —1) =1+ logsz(7 — x)
logz(x — 1) —logz(7—x) =1 (potencia de un logaritmo)
212
logs [(17_1) ] =1 (cociente de un logaritmo)
iy
= % (por definicion de logaritmos)
21-3x=x*-2x+1 (cuadrado de un binomio y operaciones)
2+x-20=0 (resolucion de ec. cuadrdtica)

x=-5yx,=4

Compruebe su respuesta:
Parax = -5 Parax =4
PM = 2.log3(—5 — 1) = 2.log(—6) |T_(, PM = 2.log;(4—1) =2.log;3=2
SM=1+log;(7—4)=1+log;3=2

Como la incégnita estd en el logaritmando entonces debemos verificarquex -1 >0y7 —x >
0. Podemos ver que x = —5 no cumple con x — 1 > 0, por lo que queda descartada, pero aun
tenemos que verificar la Unica solucién que nos queda:

- 4-1=3>0 A7-4=3>0entonces (4) pertenece al conjunto solucién.

Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacién logaritmica es: § = {4}
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Ejemplo 9

Resolver la ecuacién: log;[9 + logs(x — 4)] =3

Solucion
log»[9 + logs(x — 4)] = 3

23 =9 +logs(x —4) (por definicién de logaritmo)

-1 = log:(x—4)
571= x —4 (por definicion de logaritmo)
X = E + 4
2z
*=3
4 )
Compruebe su respuesta:
Parax = =
’ 21 1
log, [9 + logs (?— 4)] = log; [9 + logs (E)] =log;(9—-1) =log,8=3
J

Como la incdgnita esta solo en el logaritmando entonces debemos verificar que x — 4 > 0 para
la solucién encontrada (ya que es solucion de una ecuacion lineal no sabemos si seran solucion
de Ia ecuacuén original que es una ecuacion logaritmica):

- ——4 == > 0, entonces — pertenece al conjunto solucién.

Por Io tanto, eI conjunto so|ucnon de la ecuacion logaritmica es: § - {

Ejemplo 10
Resolver la ecuacion: log, a = log, 16

log, a = log, 16
loga logl6

log2 ~ loga
(loga)? =log2.log16
(loga)? = log2.log 2*
(loga)? =log2 .4log2
(loga)> =2log2.2log2
(loga)? = (2 log 2)?
|loga| = |2log 2|
llog a| = |log 22|
loga=log4 =a=4

1
loga = —log4 =log4™ =a =

(21

~

|
)

@l

(ley de cambio de base)

(producto cruzado)

(potencia de un logaritmo)

(raiz cuadrada a ambos miembros)
(potencia de un logaritmo)

Solucion 1
Solucion 2
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4 )

Compruebe su respuesta:
Paraa =4 Paraa:%
1
PM =log, 4 = 2 PM = log, (4_) — 2
SM =logs16 =2 [V SM = log: 16 = —2
&

. J

Como la incdgnita esta en la base debe satisfacer que a > 0 y a # 1. Ademas, la incdgnita esta
en el logaritmando entonces también deben verificar que a > 0 (igual a la primera condicién de
la base), debemos verificar que se cumplen las tres restricciones (en realidad dos) para las
soluciones encontradas:

- 4>0 vy4 # 1;entonces (4) pertenece al conjunto solucion.

1 1 {1} . . p
- =>0 U # 1 ; entonces i_T} pertenece al conjunto solucién.
Por lo tanto, el conjunto solucion de la ecuacidn logaritmica es: § :

|-

|
; 4]'

TRABAJO PRACTICO N° 5

Ejercicio 30.

Resuelva las ecuaciones logaritmicas, y exprese el conjunto solucién:
g m2+x)=1 h. logx+log(x—3)=1
b. log(3x+5) =2 i. loga(x)=4
c. log,(x*—x—-2)=2 jo log,(3x+5)=1
d. log; 3 + logs x = log, 5 + loga(x — 2) k. log_p(x*—x-9)=1
e. logs x + logs(x + 1) = logs 20 I logz[2 +log:(x—1)] =1
f loge(x+1)—logs(x —1) =2 m. logg y(2x* +x+3) =2

g. log; x = log, 81

Ejercicio 31

Encuentre la soluciéon de la ecuacién exponencial, redondeando a cuatro lugares decimales
a. 107" =4
b. 32 1=5
c. 2e'?* =17

d 4+3*=8
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£ E—X =0.1
14
1 X
P s
50
9 TFe=x
10
h. 1rex 2

i e*—3e*+2=0

jo x%10* — x10* = 2(10%)

Ejercicio 32.

Modelado con funciones exponenciales y logaritmicas

A. El nimero de bacterias en un cultivo se modela mediante la funcion
n, = 500 e~ 045t
donde t se mide en horas y n es el nimero de bacterias en miles .

a. ¢Cual es el numero inicial de bacterias?
b. ¢ Cuantas bacterias estan en el cultivo después de tres horas?
c. éDespués de cuantas horas la cantidad de bacterias llega a 100007?

B. En una fiesta se sirve un tazén de sopa caliente. Comienza a enfriarse segun la ley de
enfriamiento de Newton, de modo que su temperatura en el instante t se determina
mediante

T, = 65 + 145 ¢~ 005¢
donde t representa al tiempo minutos y T la temperatura de |la sopa medida en °F.

a. ¢Cudl es la temperatura inicial de la sopa?
b. ¢Cual es la temperatura de la sopa después de diez minutos?
c. ¢Después de cudnto tiempo la temperatura sera de 100°F?

C. Unlago pequeiio contiene cierta especie de pez. La poblacién de peces se modela mediante

la funcion
p 10
1+ 4708
donde P es el nimero de peces en miles y t se mide en afos desde que se aprovisiond el
lago.

a. Encuentre la poblacion de peces después de tres anos.

b. éDespués de cudntos aiios la poblacién de peces llegard a cinco mil?
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D. Los médicos emplean el yodo radiactivo como trazador para diagnosticar ciertos trastornos

de la gldndula tiroides. Este tipo de yodo, se desintegra de tal manera que la masa restante
después de t dias se determina mediante la funcién

m, =6 e—0,087t
donde m es la masa de yodo en gramos y t es el tiempo en dias.

a. Encuentre la masa inicial de yodo.
b. ¢ Cuanta masa queda después de veinte dias?

¢. ¢Cudntos dias habrdn transcurridos si se sabe que queda una masa de 0,57g7

E. Un paracaidista salta desde una altura razonable al suelo. La resistencia del aire que
experimenta es proporcional a su velocidad, y la constante de proporcionalidad es de 0,2.
Se puede demostrar que la velocidad de descenso de paracaidista se expresa como

v(t) =80(1—e 22
donde t se mide en segundos y v(t) se mide en pies por segundo

a. Encuentre la velocidad inicial del paracaidista.

b. Calcule la velocidad después de cinco segundos y después de diez segundos.

c. Halle el tiempo que transcurre hasta que alcanza una velocidad de 77 pies/seg
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