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Trabajo Practico N23

INGRESO 2021

Unidad 3

“Ecuaciones, rectas y
parabolas”

¥

El material que compone estas notas ha sido elaborado por las
profesoras Estrellita Sobisch y Gisela Fitt; y revisado por el
Coordinador del ingreso, Prof. Juan Manuel Lopez

La finalidad de este es brindarles a todos los estudiantes que cursen
el mdédulo de Matematica, del curso de Ingreso de la Facultad de
Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad Nacional de Cuyo, (o
cualquier otro curso de Ingreso a la Universidad), la posibilidad de
revisar conceptos y habilidades de la disciplina adquiridos en el nivel
medio y que son necesarios para poder cursar exitosamente las
materias del Ciclo Basico.

Para el mismo se utilizaron las notas de clases de los docentes y

como bibliografia principal, la indicada al final del apunte.
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Funcion Lineal — Afin

Una expresion f de la forma f(x) = mx +n denomina a una funcién afin (o
también polinémica de primer grado) porque su grafica es la de la ecuaciéon y =
mx + n, que representa una recta con pendiente m y ordenada al origen n.

Ejemplo:
1
fx) = > x + 1
9
Ordenada al origen 2 .
\N ________ 1
2
V-z d4i++o 1 2 3 4
-1
-2
2
Observaciones:
f(x)y=mx+n —, Funcién Afin

Las graficas de las funciones afines NO necesariamente pasan por el origen ya que n
puede tomar cualquier valor real

f(.\') = mx — Funcién Lineal

La grafica de las funciones lineales pasan por el origen ya que n = 0.

Rectas paralelas y perpendiculares
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> Dadas dos rectas L;(x) = myx + n; y L(x) = myx + n,, se dice que son
paralelas cuando sus pendientes son iguales, es decir, mi = m;,

]

/ .

LA/, =m =m,

> Dadas dos rectas, L;(x) = myx +n;y L,(x) = myx + ny,se dice que son
perpendiculares cuando sus pendientes son opuestas e inversas, es decir: mi.

1
my= -1, my=-—
mq

Ll =m;-m=-1

Ecuaciones de la recta

Dos puntos en el plano P (P (xq,y1) ) Y Q(x3,y,), determinan una Unica recta. Si
gueremos encontrar la ecuacién de la recta que pase por esos puntos, podemos utilizar
las siguientes ecuaciones:

> Sinoconocemos su pendiente: y -y, = % A x-xp).
2—X1
> Siconocemos su pendiente: y -y, = m.(x - x;).
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Ejercicio N° 1: Dadas las siguientes rectas,

b)
J!=——x-2
2
y,=2x+3
] 5'
Vs =3%
Yy=—x+4
3
35='3x‘§
Vs =X -
'§=' —
2

a. Represente graficamente cada una de ellas.

b. Encuentre de forma analitica el cero y la ordenada al origen de cada funcion.

c. Halle la ecuacion de una recta paralela y otra perpendicular en cada caso.
Represente graficamente.

d. Encuentre para cada recta, la paralela que pasa por el punto P de coordenadas
(_— : 5] y la perpendicular que pasa por el punto Q de coordenadas [3, - 2)

ys=-3x+
Analizamos la 2, para que puedas guiarte

en las resoluciones de otras funciones.

a) Para graficar rectas, basta con graficar dos puntos, por lo tanto si marcamos la
ordenada al origenn = 3/2 en el eje de las ordenadas (eje y) y a partir de
ella analizamos la pendiente que es m = —3 tenemos que trasladarnos
verticalmente 3 unidades hacia abajo y trasladarnos horizontalmente 1
unidad a la derecha. De esa forma tendremos dos puntos que determinan la

ys==3x+
recta

1\ -

4 3 2 1ol Y1 2 3
-1

=2
-3
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Cero: -3x + 2 =0
b) c
“dw+i-f-0-3
-3x = - 33
S (-pD=-3(-1)

[STERTINN

c) Sitenemos en cuenta la teoria sobre rectas paralelas, elegimos una expresion
gue tenga la misma pendiente, podemos decir que una recta paralela puede

serry = —3x

Si tenemos en cuenta la teoria sobre rectas perpendiculares, elegimos una
expresion que tenga la pendiente opuesta y reciproca, podemos decir que una

. 1
recta perpendicular puede ser: y = 3%

2 Z
1
;
12 ~1-X0 ]
41 \o 1
-2
=N\

d) Si utilizamos la expresion de la ecuacion de la recta conociendo la pendiente y
como debemos encontrar la paralela que pase por P (—1,5) realizamos:

y- 5= -3 [ X - (—1)] sustituimos el punto en la expresién y la misma pendiente.

y — 5 = —3.(x + 1) arreglamos convenientemente el SM, aplicamos propiedad
distributiva SM.

y—5+5=-3x —3+5

y =3x +2 Ecuacién de la recta paralela.

sumamos ambos miembros el opuesto de -5.
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Si utilizamos la expresidn de la ecuacién de la recta conociendo la pendiente y
como debemos encontrar la perpendicular, (utilizamos la pendiente opuesta 'y
reciproca), que pase por Q (3,—2), realizamos:

1
y- (—2) = 5 . (x - 3) sustituimos el punto en la expresién y la pendiente opuesta y
reciproca.
1
y + 2 = § x-1 arreglamos conveniente el PM aplicamos propiedad distributiva en
el SM.
1
y + 2 -2 = 5 x —1 -2 sumamos ambos miembros el opuesto de 2
y = 3 x-3 Ecuacion de la recta perpendicular

> Resuelva los items restantes.

Ejercicio N° 2: Dadas las rectas representadas graficamente:

a) b)
' 4
3
2
1
654-3-2-1| I2345 6
-1
| -2
2 -3
d)
2
1.
654321 23456 7
3

a)Halle la expresion algebraica explicita de cada una de ellas.
b)Encuentre de forma analitica el cero y la ordenada al origen de cada funcién.
Verifique graficamente.

c)Halle, para cada una de ellas, la ecuacién de la recta paralela que pase por el punto

P de coordenadas vy la recta perpendicular que pase por el punto Q de coordenadas
d)Represente graficamente la recta del inciso anterior
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Analizamos a):

a) Desde la grafica podemos determinar dos puntos de la recta, (—2,0) y (1,3) y
debemos hallar ya ecuacién explicita que pase por esos puntos.
Usamos la expresion de la ecuacién de la recta desconociendo su pendiente,
podemos usar cualquiera de los puntos, tenemos:

3-0
y-3 = — .(x —1) sustituimos los valores en la expresién.
3
y—3 = 3 (x -1 resolvemos buscando la pendiente
y-3=1(x —-1) aplicamos propiedad distributiva
y-3 =x -1
y—-3+3=x-1+3 sumamos ambos miembros el opuesto de - 3
y=x+2 Ecuacién de la recta
b) Ceros: x + 2 = 0 Ordenada al origen:
x—2+2=0+2
x =2

Determinamos la ecuacion de una recta paralela que pase por el punto P (2, 2), al
ser paralela la pendiente serd 1 y utilizando la ecuacién de una recta conociendo su
pendiente tenemos quees:y —2 = x — 2

y=x
Determinamos la ecuacién de una recta perpendicular que pase por el punto

Q(—3,—1), al ser paralela la pendiente sera (—1) y utilizando la ecuacién de una
recta conociendo su pendiente tenemosque: y + 1= —(x +3)y = —x — 4

-2
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> Resuelva los items restantes.

Ejercicio N° 3:Dados los puntos

A(0,3)yB(—4,0):

a)Representarlos en el grafico, identificando cada uno de ellos.
b)Trazar la recta que une Ay B.

c)A partir del grafico, completar la siguiente tabla:

Ecuacién Pendiente 0. al origen Cero E. de una recta perpendicular

d)Representar graficamente la recta perpendicular que fue elegida
en el inciso anterior.
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FUNCION CUADRATICA

Una expresién de la forma f(x) = ax? + bx + ¢, donde a, b y ¢ son nimeros
reales, con a distinto de cero (a # 0) representa la férmula de una funcién
cuadratica, o funcién polinédmica de segundo grado.

La grafica de una funcién cuadratica es una parabola.

Parabola
—_—

Ordenada

“ertice ' v
1

FORMA ESTANDAR O CANONICA

Una funcién cuadrética f(x) = ax? + bx + c se puede expresar en la forma estandar

o candnica:
f(x) = a.(x-h)* +k

completando el cuadrado. La gréfica de f es una pardbola con vértice V(h, k), la
pardbola se abre hacia arriba si a > 0 o hacia abajo sia < 0.

VA

Vi
Vértice (h,k)

k il .
S - /‘\
Vértice (h.k) |
0 : .
I X / h \ '
0 h &

fxy=alx —h?*+k a>0 flx)=alx—h)?+k a<0

VALORES MAXIMOS Y MiNIMOS
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Sea f una funcién cuadrética con la forma estandar f(x) = a.(x -h)? + k el valor

maximo o minimo de fenx = h.

> Sia > 0, entonces el valor minimode fes f(h) = k
> Sia < 0, entonces el valor minimode fes f(h) = k

Maxirmo

;\. e
it N
Minimo '|
| 0 J
| - ]
0 h &

f(x) = alx — YO+ k,a > fix) = alx — hO+ k,a

=Y

El valor maximo o minimo de una funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + c ocurre en

_ b
X = 2.a

. -~ b
» Sia > 0, entonces el valor minimo es f(— ﬁ).

. - b
» Sia < 0, entonces el valor maximo es f(— 2a)

FORMA FACTORIZADA

Se llama expresion factorizada de la funcion cuadrdtica a aquella que se forma en

funcién de los ceros:

f(x) = a.(x —xq). (x — x2).
Para encontrar las raices de una funcién cuadrdtica podemos utilizar la siguiente
expresion o formula:

—b++Vb2—4.a.c

2.a

xl’xz =

A= b? — 4.a.c, a esta expresion se lo llama discriminante, nos brinda informacion

respecto sus ceros o raices.

> Sib?—4.a.c >0, se obtiene dos raices reales diferentes.
> Sib%? —4.a.c = 0, se obtiene dos raices reales e iguales.
> Sib? —4.a.c <0, no tiene raices reales en el conjunto de los nimeros reales.
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Ejercicio N° 4: Dadas las siguientes expresiones:
y;=—x*-3x+4
y, ==2x> +2x+12
y; ==2x" =3x+2
V4 =—x? +5x
Vs =x’ -3x+4

y4
ys=—x"+16
y, =—x’+2x-5
a) Halle el vértice, el eje de simetria, la ordenada al origen y los ceros (si existen)

b) Represente graficamente.
c) Halle la forma candnica y factorizada.

Realizamos el andlisis para la primera expresién: 1 = —x’ —3x+4
a)
Ceros o Raices:
—x? —3x +4 =0 suscoeficientesson: a =—1 b =-3 c=4
Usando la férmula: x; x, = %ﬁ;m'c

Obtenemos las raices:
- (-3)+/(-3)?-4(-1)4 _ 3+V9+16 _ 3+V25 _ 345

X1 Xy =
1,72 2.(-1) -2 -2 -2
3+5 8
1 =—=—=- 4 ,
-2 =2 Entonces las raices son:
3-5 -2
X, =—=—=1
27 27 2
Vértice:

Como el vértice es un punto en su representacion grafica, debemos calcular las

siguientes coordenadas, V (h, k). Para encontrar h debemos determinar:
b
h=-2a

Con los datos de este ejercicio obtenemos lo siguiente:
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=2 (=3 \=_ (=2
h=-2a~ (2.(—1)) - (— 2)
3
h=-—-
2
Luego calculamos y, (— g) =k
k = _(_%) 2.3 (- %) + 4 Entonces el vértice es:
k=—2+2+4
4 2
L 25
-4

Eje de simetria

Para obtener el eje de simetria debemos utilizar la ecuaciénx = h
3

Continuando con el ejercicio tenemos que: x = — 7

Ordenada al origen

Debemos evaluar a la funciéonen x = 0:

Es decir que el punto en donde la grafica corta el eje de ordenadas tiene coordenadas
C(0,4).

b) Realizamos la grafica e indicamos en ella los resultados anteriores:

y @
Eje de simetria
8

vio7

¢) Suforma candnica teniendo cuenta la expresién f(x) = a.(x-h)? +k

en donde V (h, k) es el vértice de la parabola, entonces en nuestro ejercicio

tenemos:

3 25 3 25
V(—-'T) — yn=-Llkx-CPF+ T

3 25 25
yp= —L(x+ 5)2 t = —(x+3/2)* + -
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Teniendo en cuenta que, la expresion factorizada de la funcion cuadratica es aquella
que se forma en funcion de los ceros: f(x) = a.(x — x1). (x — x3),

Como hemos analizado anteriormente las raices son: x; = —4 y x, = 1, por lo tanto
la forma factorizada y; es:

y1 = —L[x-(-4)].(x-1)
yi=—(x + 4).(x-1)

Resuelva los items restantes.

Teniendo en cuenta que:

> Sib? —4.a.c >0, se obtiene dos raices reales diferentes.
> Sib?—4.a.c =0, se obtiene dos raices reales e iguales.
Si b? — 4.a.c <0, no tiene raices reales en el conjunto de los nimeros reales.

Ejercicio N° 5: Relaciona cada una de las gréficas de las siguientes funciones cuadraticas
con la expresion algebraica correspondiente, a partir del calculo de la discriminante.

/oINS

I =x*+x-6 v Ve =x>+2x+5
I =x’+4x+3 /4 )’5=x3+4x+4
11/ =x*-6x+8 Vi )’6=x:_4x+4
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Trabajamos con la primera funcién: y; = x2 + x — 6, teniendo en cuenta sus

coeficientes analizamos el discriminante:
1%- 4 1. (—=6) = 25

Al tener un nimero mayor que cero, sabemos que tiene dos raices reales diferentes,
podemos calcularlas como:

—14/12-4.1.(-6) —1+v25 - 145
X1, X2 = = =
2.1 2 2
x1 = _3 yxz = 2

Como las raices nos indican los cortes de la parabola con el eje de las abscisas

tenemos que la graficade y; = x> + x — 6 eslaF.

> Resuelva los items restantes

Ejercicio N° 6: Determina, a partir de las siguientes representaciones graficas, la expresion
algebraica correspondiente, considerando en todos los casos el coeficiente principal a = 1.

Para poder encontrar las expresiones de las siguientes graficas podemos recurrir a
informacién brindada por las misma, pudiendo identificar, sus ceros, vértice, ordenada
al origen o a la combinacion de estos elementos.

Analizamos la gréfica A:

Teniendo en cuenta la informacién de la primera grafica y teniendo en cuentaquea =
1:

Los ceros o raices son: x; = —4y x, = 3, sabiendo que la expresién factorizada es:
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y=a (x—x).(x —x)

y=[x—(—4)](x—-3) sustituimos los ceros en la expresién factorizada.
y =(x +4).(x —3) aplicamos la propiedad distributiva.
y = x? —3x +4x —12 operamos los términos semejantes.

Luego la expresidn algebraica que buscamoses:y = x2 +x — 12.

> Resuelva los items restantes

ECUACIONES

Una ecuacidn es un enunciado en el que se establece que dos expresiones
matemadticas son iguales.

La mayor parte de las ecuaciones que se estudian en el Algebra contienen
incdégnitas, es decir, letras que representan nimeros

Llamamos solucién de una ecuacién, al nimero real que hace verdadera la
igualdad. Y denotaremos por Conjunto Solucion, a todos los valores que hacen
cierta la igualdad. Veamos un ejemplo practico

Ejercicio N° 7

Determine en cada uno de los siguientes casos, si los valores dados son solucién

de la ecuacion.

(@) (5x—3)4=(2-2x)6 x, =0 x2=§

(b)  3-[4-Q-m]=3m—(-4+m) m=-1 my=-
2 1 2 3

= A n=; =3

(d) Vi —x=-1 X, =5 x, =3

Ejemplo:

Para verificar si un valor (nUmero real) es solucién de una ecuacién, hay que
reemplazar la letra que representa “la incognita”, por el nimero indicado.
Asi, en el item (a) tenemos

(a) Gx—3)4=(2-2x)6 x; =0 xzzz

® Incégnita: “x”
e Para x; =0
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Llamaremos de Primer Miembro (PM) a: (5x — 3) 4 y de Segundo Miembro
(SM) a (2 — 2x) 6. Si al reemplazar el PM y el SM por x; = 0 obtenemos el
mismo valor, decimos que es una solucién. Caso contrario, decimos que no es

una solucién
Verificaciéon
PM: (5-0—-3)4=(-3)-4=-12
SM: 2—-2:006=2-6=12
Como PM # SM , decimos que x; = 0 no es solucién de la ecuacién.

Verificacion
3
e Para x, = "
PM: (5-2-3) 4=(2-3)-4=2.4=3
3 6 8—6 2 1
sm: (2-2-3)6=(2-2)-6="2-6=2.6=2-6=3
Como PM = SM, decimos que x, = Zes solucién de la ecuacion.

> Resuelva los items restantes

Repasando:
Consideramos a la letra como la “incégnita” de la ecuacidn, por lo que el objetivo,

ahora, es determinar el valor de la incégnita que hace que la igualdad en la

ecuacion sea cierta.
Los valores de la incognita que hacen que la ecuacion sea verdadera se llaman

soluciones o raices de la ecuacion, y el proceso para determinar las soluciones se

[lama resoluciéon de una ecuacion.
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Ejercicio N° 8

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:
a. -3(8x—-2)=78

S

(Gm+2):(-3)=-5

3

5
¢ 2t—2=2¢t—
3 2 4

d32-2x)=-2B+2x)-5

: _pHt
e. 3p+p 3= >
5 2 _ 3y+6
fosy—30-2)==
1 4
g.;—§+1
h. 4m—2=§
m+2 5
;o3 _1_ 1
x+1 2 3x+3
L322
J- x—2  x+2  x2—-4
x+5
k. \/§X+V1 _f

. (s=2)2=(s+2)*+32

Dos ecuaciones con exactamente las mismas soluciones se llaman ecuaciones
equivalentes.

Para resolver una ecuacién, tratamos de encontrar una ecuacién mas simple y
equivalente en la que la variable esté sola en un lado del signo de “igual”.
Las propiedades que aplicamos para resolver una ecuacién son

Aqui A, B y C representan expresiones algebraicas y el simbolo < significa
“equivale a”.

Propiedad Descripcién

Sumar la misma cantidad a ambos
1. A=B © A+C=B+C miembros de una ecuacion se obtiene
una ecuacion equivalente.

Multiplicar ambos miembros de una
2. A=B ©(C-A=C-B con(C #0) | ecuacién por la misma cantidad no cero

se obtiene una ecuacién equivalente.
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Resolvemos la ecuacion cambidndola a una equivalente en la que todos los

términos que tienen la variable estan en un lado y todos los términos

constantes estan en el otro.
Veamos la ecuacion (c):

5. ,.3.3
2
Dominio de la ecuacion: R
t—2 3
3 =
2t—2+2=2t-242
3
St (-2t)=2e+24 (-2
3 2 2 4 2
S5._3:=8
3 2 4
10-9\ , 1, _5
(6)t_6t_4
e
6 4
6 4
t=5'6=ﬂ=1—5
4 2

=2

2

Verificacién de la Respuesta

5 15 75 75-12 63 21

PM: 2.2 _2=2_2= =22
3 2 6 6 6 2
3 15 3 45

3 42 21
sm: 2.2-2 =2 _2_2_Z
2 2 4 4 4 4 2

La verificacién es un paso ineludible.
Ejemplo 2:
Analizamos la ecuacion (i)

Ecuacion dada

Se suma 2 en ambos
miembros

Operando en SM y
Simplificando en el PM

Sumando (—gt)en ambos

miembros

Simplificando en el SM

Operando en el PM

Multiplicando por 6 ambos
miembros

Operando en ambos miembros
y simplificando

Raiz de la ecuacion

21
PM = SM = —
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Observacién Importante: Cuando en la ecuacién aparece la incégnita en el
denominador, se debe descartar la posibilidad de que el, o los, denominador/es
sea/n cero.

A este procedimiento lo llamamos determinar el “dominio de la ecuacién” o
también, dar las “Condiciones de existencia de la ecuacion”.

En este caso tenemos:

Condiciones de existencia: x = —1
puesenx+1=0x=-1=(-1)+1=0y

en 3x+3x=-1>=>3-(-1)+43=0=>-34+3=0

Dominio de la ecuacién: R — {—1}

SR Ecuacion dada
x+1 2 3x+3
3 1 ( 1 ) 1 ( 1 ) Se suma(— ;) en ambos

e o = - 3x+3

x+1 2 3x+3 3x+3 3x+3 .
miembros

3 1 1
preiaie (— 3x+3) =0 Simplificando en el SM
3:2:(3x+3)—(x+1)-Bx+3)-2:(x+1) _ 0 Sacando comun denominadory
(+1)2:(3x+3) Operando en el PM
6:3x+6:3—(3x2+6x+3)-2:x—2 0
i+ 1)2-(3x13) = Operando en el PM
18:x+18-3x2—6x-3-2-x—2 _ 0 Operando en el numerador del
(x+1)-2:(3x+3) - PM

—3x2+10x+13 _ Operando en el numerador del

(x+1)-2:(3x+3) - PM
Ya que el denominador es

3x24+10x 413 =0 distinto de 0O, sélo el numerador
puede ser 0 para que la igualdad
sea verdadera.

13 Resolviendo la ecuacion de

x1 = _1 x2 = ?
segundo grado.

Recordando la Condiciones de existencia: x # —1

Por lo tanto x; = —1 no es una solucién aceptable.
Comprobacion de las respuestas
3 1 13
PM: ——- xp=— -
x+1 2 3
3 1_ 3 19 1_9-8 1 = PM = SM
§+1 2__13;3 2 16 2 16 16 1
1 1 1 1 16
SM: =— = =—
3x+3 3-?+3 13+3 16
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El Conjunto Solucién (S) entonces es: S = {13—3}

> Resuelva los items restantes del ejercicio
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Ejercicio N° 9

a. {n}l= szzr

b (P =g

¢ (a= 1+§Zj—1)
d {IL}T = %
e. {K}T =2m Kz;hz

f. {c}2ax =vb—4ac—»b

R-S

S
h. {R}I = ENR? + w22
i Pr=0-1(G-1)

g {S}T=

Ejemplo:
Resolveremos como modelo la letra (g)

(8). {S}T =

R-S
S

Se solicita despejar la letra S

R-S
512 =(=5=)-s

S'T2=R-S5§
S'T?+S=R-S+S
ST2+S =R
S(T2+1) =R

S(T? +1) R
(T2+1) (T2+1)

Despeje la incdgnita encerrada entre llaves en cada una de las siguientes igualdades.

Ecuacion dada

Elevando al cuadrado ambos miembros

Simplificando el SM

Multiplcando por S ambos miembros

Simplificando el SM

Sumando S a ambos miembros
Simplificando S en el SM

Sacando Factor Comun en el PM
Dividiendo ambos miembros por (T2 +

1)
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= implificando en e
T2+ 1) P

> Resuelva los items restantes del ejercicio

Pagina 22 de 59



INGRESO 2021
MATEMATICA

Trabajo Practico N23

Ejercicio N° 10
Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado por factorizacion.

a. x>—=5x+6=0

b. 2m? —24 = —-2m
2 _9(3_

. 4t _2(2 2t)

d 2r(3r—=5)=31-71)

e. x>?=5x+3=0

f. 3s(s+1)—-5=2(s*-3)
> Para ecuaciones de este tipo, no existen restricciones en cuanto a las condiciones
de existencia. Por lo tanto, Dominio de la ecuacion: R

> Para las ecuaciones cuadraticas, podemos usar la formula resolvente o de

—-b+Vb2—-4ac

Baskhara, (xm = p”

), para encontrar las raices y luego aplicar el

Teorema fundamental del Algebra para polinomios de segundo grado para
expresarla de forma factorizada.

Una versién del Teorema Fundamental del Algebra es:
“todo polinomio de grado N > 0, con coeficientes reales o complejos tiene
exactamente N raices reales o complejas, iguales o distintas”.

Para N = 2, el polinomio ax? + bx + c, debe tener a lo maximo dos raices. Sean
éstas x;1 Y x,. Este polinomio puede ser factorizado de la siguiente manera
ax? + bx + ¢ = alx — xy)(x — x;)
Ejemplo:
Resolveremos como modelo la letra (a)
x2—5x+6=0
Férmula resolvente:

—b+Vb*—4ac  5+V25-4-1-6 5+V25-24 541

Y12 = 2a 2 2 2
541
e
5+1 6
A T
521 4
2= T3

Porlotanto x> —5x+6=1-(x—3)-(x — 2) . Luego
x2—-5x+6=1-(x—3)-(x—2)=0
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> Resolveremos este ejemplo usando otro teorema que dice que, las raices x; y x,

de un polinomio de grado 2, ax? + bx + c, tienen la siguiente relacién:

{x1.xp =c/a(x1+x3) =—b/a
x2—5x+6=0

Construiremos un dispositivo en forma de tabla con 3 columnas.

En la primera columna se colocan x, de tal forma que multiplicada da el término
ax?
Para la segunda columna, se buscan dos nimeros que multiplicados den el
término independiente y se colocan como indica el esquema abajo. Luego se
multiplican sus filas. A seguir, se hace el producto cruzado como indican las flechas

y los mismos se colocan en la tercera columna. Después se suman las filas.

Se multiplica Se suma

x =2 —3x

xx—3><: —2x

X 6 —5x
C b

Las dos primeras columnas, leidas horizontalmente, son los factores con los que
podemos expresar el polinomio
L 2 —2] —3x
{ x —3)] —2x
&= B —5x
x> =5x+6=(x—-2)-(x—3)=0
Este método es Util cuando las raices son racionales. Caso contrario, sélo se puede

usar el primer método. Esto ocurre en el ejercicio del item (f).
> Resuelva los items restantes del ejercicio usando ambos métodos

Ejercicio N° 11

Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado completando cuadrados.
a. x2—4x—12=0
b. p2—15=-2p

c. 2m?®—-8=—-6m

d. 3x(x+%):3(%—§x)

e. 3s2—-5s=0
£ 2p(+4)+1=2(2p+10)

Ejemplo:
Repasando:
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2
b
Para hacer que x? + bx sea un cuadrado perfecto, se suma (E) , el cuadrado

de la mitad del coeficiente de x. Esto da el cuadrado perfecto

2 2
x? +bx+(9> = (x+é>
2 2
Resolveremos la letra (c) como ejemplo:
2m? —8 = —6m
Condiciones de existencia: Como la incdgnita m no esta en el denominador, no hay
gue eliminar ningun valor en particular. Luego el Dominio de la ecuacién es R

2m? —8 = —6m Ecuacién dada

Efectuando las operaciones
2m? +6m =8

correspondientes
Sacando Factor Comun en

2 _
2(m*+3m) =8 ol PM

Dividiendo por 2 ambos
m?+3m=14

miembros
, 3\ 2 12 25 Completando cuadrados en
mieamt(3) =4+ (3) =7 el PM
( N 3)2 25
mT2) T
3\ 2 25§ Aplicando raiz cuadrada a
<m+§> = |2 72 ambos miembros
|m + 3 = E Simplificando el PM
21 2
Aplicando definicién d
m+3=2(sim+3> 0) ¢ m+i=-2(sim+3< 0) pricando ae |n|C|o.n ©
2 2 2 2 2 Valor Absoluto (Unidad 1)
5 3 2 5 3 8 Efectuando las operaciones
M =537 1 0 M= mg=—o=—d -
correspondientes
m=1 6 m,=-4
Comprobacidn de las respuestas
Param; =1
PM:2m2—8= m1=1—> 2(1)2—8:2—8:—6 = PM =SM
SM: —6m= m;=1-> —6m=-6-(1)=-6 =—6
Luego m; = 1 es solucién de la ecuacion
Param, = —4
PM: 2m?—-8= m, =—4 - 2(—4)?-8=32-8= = PM = SM
24 =24
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SM: —bm= my=—-4-> —6m=—-6-(—4)=24
Luego m, = —4 también es solucidn de la ecuacion
El Conjunto Solucién (S) entonces es: S = {—4,1}

> Resuelva los items restantes del ejercicio

Ejercicio N° 12: Calcule las soluciones de cada ecuacién.

1 1 5
a —+—=-
x-1 x+2 4
m m+1
h ———=1
2m+7 m+3
c. V2x+1+1=x

d VYVvs—5+s=5

e. 2p(p3+2p)=-1
3(1.3_ T
fo2r (2r 1) 1=2

3 5 1

g. 2xz— 2x2z = 3x2

2 8 5
h. 12ts +t3 = 7ts
i |3x+5]=1
j. |5s=2|=7

Ejemplos:
Resolveremos algunos ejemplos
1 1 5

@ Ste =

(c) V2x+1+1=x

5 1

3
(g) 2x2 —2x2 = 3x2
(i) 13x+5|=1

Solucién de (a)
1 1 5

+ =-
x—1 x+2 4
Condiciones de existencia: Como los denominadores no pueden ser 0, debemos

exigir que x # 1y x #+ —2, pues estos valoresanulanax —1yax + 2

Dominio de la ecuaciénes R — {—2,1}
En estos casos, debemos igualar todo a 0:
1 1

+ E Ecuacion dada
x—1 x+2 4

Pdagina 26 de 59



INGRESO 2021

MATEMATICA
Trabajo Practico N23
1 1 5 Sumando en ambos miembros
+ —_—_ = 0 5
x—1 x+2 4 (— Z)

Sacando comun denominador y

4-(x+2)+4(x—1)-5x—-Dx+2)
4(x — D(x +2) =0

sumando las fracciones

algebraicas

4x + 8+ 4x — 4 — 5[x% + x — 2] Efectuando las operaciones en el
4(x — D(x +2) - numerador

4x +8+4x—4—-5x%—-5x+10 Efectuando las operaciones en el
4(x — 1D(x +2) - numerador

El denominador no es cero. La
—5x%2+3x+ 14

=0 Unica posibilidad es que el
4(x — D(x+2)

numerador sea 0
Resolviendo la ecuacion de
—5x?>+3x+14=0 segundo grado con la férmula
resolvente en el numerador

X1 =2; Xp=—= Raices de la ecuacion

, - ., 7
Ambas raices pertenecen al dominio de la ecuacidon. Luego S = {_E ,2}

Solucién de (c)

V2x+1+1=x

Condiciones de existencia: Como es una raiz cuadrada, el radicando no puede ser

negativo.Osea2x+1=>20 = x= —%

- . 1
Dominio de la ecuaciénes {x € R|x = _E}

V2x+1+1=x
Restamos 1 a ambos
V2x+1=x-1

miembros

Elevamos al cuadrado

(1/2x ¥ 1)2 =(x—1)2 ambos miembros para
eliminar la raiz

Desarrollamos el

2x+1=x2—-2x+1 cuadrado del segundo
miembro
x?—2x+1-2x—-1=0 Suma de opuestos en
x2—4x=0

ambos miembros.
x(x—4)=0

=0 o x,=4 Simplificacién.
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Factorizacion.

Raices de la ecuacidn al
cuadrado

Aqui las soluciones potenciales son, entonces, x; = 0 y x, = 4. Es necesario
comprobarlas para ver si cumplen con la ecuacidn original. Estas soluciones
potenciales, son soluciones de la ecuacién al cuadrado y podrian no serlo de la
original.

Comprobacion parax; =0
PM: V2x+1+4+1= 0\/2.O+1+1=\/0+1+1=1+1=2
\-v-lxlz

SM: x =

“x1=0

Como PM#= SM; x; = 0 no es solucién

Comprobacion para x, = 4
PM: V2x+1+1=_ _ V24+1+1=V9+1=3+1=4
SM: x = 4

\"JXZ:‘I-
Como PM=SM; x, = 4 es solucidn. Y 4 estd en el dominio de la ecuacidn pues 4 >
1

2
El Conjunto Solucidn es: S = {4}

X2

Solucion de (g)

3 5 1
2x2 — 2x2 = 3x2
Dominio de la ecuacion es R
Zx% — 2,3 = 3x% Ecuacion dada
3 5 1 . o
2x%2 — 2x2 — 3x2 = 0 Pasaje de términos
x%(Zx —-2x2-3)=0 Factorizando

El polinomio entre paréntesis no

1
= 2 _
x2(=2x“+2x-3)=0 tiene raices reales.

1 Rai
xZ2=0=> x=0 alz.

Comprobacioén parax =0

3 5 3 5
PM: 2x2 —2x2z = - _0205 —202=0

1 i
SM: 3xz = 3:02=0

“x; =0

Como PM=SM; x = 0 es solucion.
El Conjunto Solucién es: S = {0}
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Solucién de (i)
[3x +5| =1
Dominio de la ecuacién: R
[3x +5| =1 Ecuacién dada
3x+5=1 (1)
o] Por definicién de Valor Absoluto
3x+5=-1(2)
(1) 3x+5=1 Resolviendo la ecuacion (1)
3x=1-5=—-4
4
*1=73 Raiz de la ecuacién (1)
) 3¢+ 5= —1 Resolviendo la ecuacion (1)
3x=—-1-5=-6
6 2
X0 = —— = —
2 3 Raiz
Comprobacion para x; = —g
|3x + 5| = .13 (—i) + 5| = |—4 4+ 5| = |1] = 1 Verifica la ecuacion
“x=—= 3
Comprobacion para x, = —2
|3x + 5| = 2|3(—2) + 5| =|—-6+ 5| =|—-1| = 1 Verifica la ecuacién
“x,=—
El Conjunto Solucién es: S = {—g ,—2}

> Resuelva los items restantes del ejercicio
Ejercicio N° 13

Sea S = {—2, -1, 0,%, 1,v2,2, 4} Determine cudles elementos de S cumplen con la

desigualdad en cada caso.
a. 4x—22=2x
b. 1<2x—4<7

c. m*+2<4
Resolveremos algunos elementos de S para la inecuacion (b)

1<2x—-4<7
Parax = —2

1<2x—4<7= 1<2(-2)—4<7>1<-4-4<7 =21<-8<7
Error 1 <« —8 Por lo tanto —2 no verifica la desigualdad

Parax =4

1<2x—4<7>=> 1<2(4)—4<7=21<8-4<7 = 1<4<7
Ambas desigualdades son correctas. Luego 4 verifica la desigualdad.
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> Resuelva los items restantes del ejercicio
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Ejercicio N° 13: Resuelva cada una de las siguientes desigualdades lineales. Exprese
la solucién usando notacidn de intervalos y grafique el conjunto solucién.

a Tm—-—3>2m+3
b. 4x+7<9x—2

1 1
C. §y+2<gy—1
5 1
d. —E(x—2)<—3(gx+2)

2 3
e. —5(2r+5)22r—2

1
fo =<

g —-<
Cuando tratamos con desigualdades debemos tener en cuenta las siguientes
propiedades
Propiedades de las desigualdades
Sean a, b, c y d niumeros reales.
1. Propiedad transitiva
a<byb<c = a<c
2.Suma de desigualdades
a<byc<d = a+c<b+d
3.Suma de una constante
a<b > a+c<b+c
4. Multiplicacién por una constante
Parac>0;a<b > a'c<b-c
Parac <0 ;a<b = a-c > b-c Invertir la desigualdad cuando se

multiplica por un nimero
negativo

Resolveremos algunos ejercicios como ejemplo. Empezamos con el (b)
dx+7 <9x —2
Dominio de la inecuacion: R

dx+7<9x -2
dx+7—-7<9x—-2-7

Inecuacion dada
Sumando (—7) en ambos miembros

4x <9x -9 Resolviendo
4x —9x < -9 Sumando (—9x) en ambos miembros
—-5x <£-9 Resolviendo
5 29 Multiplicando por (—1) ambos

miembros
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=
\Y
ul| ©

Multiplicando por (%) ambos miembros

Intervalo : [g ,00)

Resolveremos ahora la inecuacion (f)

Dominio de la inecuaciéon: R
1 2t—-13

< <2
6 12 — 3
<

12 1<12 2t—13
6 12

2<2t—-13<8
2+13<2t—-13+13

<8+13
15<2t<21

122
3

115<12t<121
2 2 2
15<t<21
2 T2

Inecuacion dada

Multiplicando por (12) en ambos
miembros
Resolviendo

Sumando 13) en ambos miembros

Resolviendo

Multiplicando por G) ambos miembros

Resolviendo

5
Intervalo : (17 ,7]

> Resuelva los items restantes del ejercicio.

21
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Ejercicio N° 14

Resuelva cada una de las siguientes desigualdades no lineales. Exprese la solucion,
usando notacidn de intervalos y grafique el conjunto solucidn.

a 2x—4)(x+3)>0
b. 2x?>—5x <3(x —8)

c. 3m?>9(m-6)

d r?<16
e. s—4)(s+3)(s—1)<0
f. 25x < «x3
x—1
g m<0
5x-2
h. =2 x+3
i 4< 8s
25+3
joo1+——<2
m+1 m
ke =——-2>1
x—1 X
2 4+1 <o
p+1 | p+2

Resolveremos 3 casos importantes (a), (b) y (k). Cada uno de ellos, responde a un tipo
particular de resolucién. Pero todos comparten el hecho de que se debe dejar de un
lado de la inecuacidn los factores (polinomios factorizados y factores numéricos) y
del otro lado, debe quedar un 0 (cero).
Comenzamos con (a)

2 —4)(x+3)>0
Dominio de la inecuacién: R

2 —4)(x+3) >0 (%) Inecuacion dada

(%) la expresidn ya esta factorizada en este caso.

Las raices de las ecuacionessonx; = 4 y x, = =3

El producto de los 3 factores debe ser positivo. Deberiamos considerar todas las
posibilidades de signo de los factores (excepto 2 que es positivo) y resolver cada una
de éstas, para luego hacer la unién de todos los intervalos.

En lugar de esto, usaremos un excelente recurso:

Construiremos una Tabla de doble entrada.

e Las raices dividen a la recta real en tres intervalos: (—o.—3); (—3,4) y (4, )

Pagina 33 de 59



INGRESO 2021

MATEMATICA
Trabajo Practico N23
Graficamente:
. (—e0.—3) P (=3,4) Ny (4, )
g e h 5 4 | <] - [} 1 2 b 5 5 1
La tabla:
Numero testigo ——— —4 0 5
factores ———ntenalo | (o5 —3) (=3,4) (4, )
(x—4) - — i
x4 3) = + +
2 + + +
2(x —4)(x + 3) + = +

Parece snecesario colocar el 2 como un factor mds en la tabla. Sin embargo, si
fuese un nimero negativo, influiria en el signo del resultado.
En cada intervalo, elegimos un “nimero testigo” con el cual evaluamos cada
factor. Asi obtenemos el signo del factor en cada intervalo.
Ejemplo:
Numero testigo: x = —4
Factor:
(x—4)= —4—-4=-8<0 secolocaunsigno (—) en la tabla
(x+3)=—-44+43=-1 <0 secolocaunsigno (=) en la tabla
Numero testigo: x = 0
Factor:
x—4)=0-4=-4<0 se coloca un signo (—) en la tabla
(x+3)=0+3=3>0 se coloca un signo (+) en la tabla
Luego, la inecuacién 2(x — 4)(x + 3) > 0 , sera positiva en (—o0.—3) U (4, )
S =(—0.-3) U (4,)

También puede hacerse un razonamiento geométrico: ()

Es una recta con

pendiente positiva. = = +

(x = 4) Corta al eje x en TREEE R AN A v e

x=4
Es una recta con
pendiente positiva. ; & +
Corta al eje x en ' : T ' o
x =4

(x+3)
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- - !/" +
7 5 5 s + 2 E 0 1 2 3 ras 5 [ 7 8 9 0
(x ! Kol
- - - "
+3) (~w.-3) 7 3,4 ; (4,00)
+ 1 —_— 1 +

7 -5 -5 —4 Fel -2 -1 [ 1 2 3 ] 5 6 7 e 1 10

Las lineas verticales corresponden a las raices de las ecuaciones

En la Ultima semirrecta, se muestra el resultado.

Luego, la inecuacion 2(x — 4)(x + 3) > 0 , sera positiva en (—c0. —3) U (4, )
S =(—00.-3) U (4, )

(x)esta opcion es para aquellos alumnos a los cuales les resulta mas facil pensar geométrica:

Resolveremos el item (b)
2x?> —5x < 3(x —8)
Dominio de la inecuacién: R
2x%2 —5x < 3(x —8) Inecuacién dada
2x2—5x—3(x—8)<3(x—8)—3(x—8) Sumando —3(x —8)en
ambos miembros

2x2—-5x—-3(x—-8)<0 Resolviendo
2x> —5x—3x+24<0 Propiedad distributiva
2x2—8x+24<0 Sumar términos semejantes
2(x2—4x+12) <0 Factor comun

En este caso, el polinomio x? — 4x + 12 no tiene raices reales, por lo tanto, no lo
podemos factorizar en R. Como el coeficiente del término cuadratico es positivo, este
polinomio es positivo para todos los x € R. Tenemos entonces:

2>0 v x2—4x+12>0

Como el producto de dos numeros positivos es siempre positivo, concluimos que no
existe ninguin nimero real que satisface la desigualdad. Porlotanto S = @

Ahora resolveremos el item (k)

3 4
|
x—1 x
Condiciones de existencia: Como la incégnita estd en el denominador, x # 1 yx #

0
Dominio de la inecuaciénes R — {0,1}

Aqui debemos recordar la recomendaciéon de dejar de un lado de la inecuacién los

términos (o los factores, segln el caso) y del otro lado, debe quedar un 0 (cero).
3 4 g

——>1 Inecuacion dada

x—1 x
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3 4 _
_Ih (D) 214 (=) Sumando —1 en ambos
x—1 x miembros
3 4
———120
x—1 x Resolviendo
3x—4(x—1) —x(x—1) -0 Sumando fracciones
x(x—=1) - algebraicas
— — (y2 —
3x —dx+4- (X7~ x) >0 Propiedad distributiva
x(x—=1)
_ 2
XhAdoxT A > Sacando el paréntesis
x(x—1)
a2
4—x >0 Simplificando
x(x—=1)
2+x)(2-x) >0 Inecuacién totalmente
x(x—-1) factorizada

Factores de lainecuacion (2+x); 2—x) ; x; (x —1)

Tabla de doble entrada:
Raices de losfactores: x =0;x=2;x=-2;x=1
Intervalos: (—o,—2) ; (—=2,0) ; (0,1) ; (1,2); (2,)

(0=2)  (-2,0) D @2 2,)
3 p] 1 p "f 1 3 i
] ] ] ]
Numeros testigo —— -3 | 0.5 1.5 3
intervalo, 1 0] 0 | G2 (2,)
factores
(24 x) £255 + + + +
=l + + + +
X - + + +
(x—1) = - = + +
Z+x)(2—x)
T x(x—-1) - + = + =
2+x)(2—-x)

> 0 , sera positiva en, en primera instancia en:
(=2,00u(1,2)
Como la inecuacién admite la igualdad, debemos analizar en los extremos,

excluyendo los valores que no pertenecen al Dominio de la inecuacién. Luego:

Luego, la inecuacion
g0, x(x—1)

> Resuelva los items restantes del ejercicio
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Ejercicio N° 15
Escribe como intervalos el mayor conjunto que cumple con cada enunciado:

El siguiente de un nimero es mayor que 3.
La suma entre el cuadrado de un niumero y el propio nimero es menor o igual
que 2.
c. El producto entre un nimero y su siguiente es negativo.
El cociente entre un nimero y su siguiente es positivo.
e. Elcociente entre un nimero y su anterior es menor que 1.

Ejercicio N° 16

Resuelva cada una de las siguientes desigualdades con valor absoluto. Exprese la
solucion, usando notacién de intervalos y grafique el conjunto solucién.

a. [2x — 6| < 4 b. 8—|2x—1| =6
C. [5x = 2] >9 d. 5lm+3-5>3
e. =<2 f 413p =5/ +7 <10

Repaso de conceptos

Debemos considerar el concepto de Valor absoluto y sus propiedades.
El valor absoluto o mddulo de un nimero real cualquiera x:
Se simboliza | x |, es la distancia entre x y cero en la recta numérica, por lo cual
nunca puede ser un valor negativo
Es decirque | x| =0

Definicion:
Valor absoluto de un numeroes | x |, talque: | x | ={—x, x <0x, x>0
Propiedades de desigualdades con Valor absoluto

Propiedades de desigualdades con valores absolutos

Desigualdad Forma equivalente Grafica

1. |x|<e —c X< ;
_ i C

2 |x|=e —Cc=x=c¢ }
— 1] C

2 Ix|=c Z<-—C O C<=X . =
—F 0 &

4 |x|=¢ I=—c 0 C=x t ~

Pagina 38 de 59



INGRESO 2021
MATEMATICA

Trabajo Practico N23

Estas propiedades se pueden demostrar mediante la definicidn de valor absoluto.
Para demostrar la propiedad 1, nétese que |x| < ¢ menciona que la distancia de x a 0
es menor que c y en el siguiente grafico se observa que esto es verdadero siy sélo si x
estd entre—cyc.

fo— g o}

L | 1] L

bl
Resolveremos ejercicios b) y d).
Comenzamos con b)

8—12x—1| =6

8—|2x—1|=6 Inecuacién dada

8+ (—8)—|2x—1| =6+ (—8) Sumamos (-8)acada miembro.

—|2x—1| = -2 Resolvemos.
—12x 1] > 2 Dividimos por (-1) a cada miembro.
(-=1) (=1)
[2x — 1] <2 Resolvemos.
Aplicamos la forma equivalente de la
-2 <2x-1<2

Propiedad 2.

24+ <2x—1+ ()

<2+(1) Sumamos (1) a cada miembro.

-1 <2x<3 Resolvemos.
—1. (1) < 2x. (1) < 3. (1) Multiplicamos por (%) a cada miembro.

Inecuacion resuelta.

I
~
N[~
~——

IA
=
IA
—
N| W
N

Resolver una desigualdad que contenga una variable significa encontrar todos los
valores de esa variable que hagan verdadera la desigualdad. Por lo general, a
diferencia de una ecuacion, la desigualdad tiene infinidad de soluciones que forman
un intervalo o una unién de intervalos en la recta real.
Mediante la notacién por intervalos, el conjunto solucién es el siguiente:
1 3

53

Geométricamente, el conjunto solucién esta formado por todos los nimeros

comprendidos en el intervalo dado anteriormente.
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Verificacion:

Debemos comprobar que el intervalo hallado como solucién, verifica. Por lo tanto,
elegimos un valor que esté dentro de ese intervalo y procedemos a la evaluacién del
mismo en la inecuacién:

Parax =1
8—-12(1)—-1]=6
8—12—-1|=6
8—1]11 =6
8—12>6
7>6 V
Ahora resolveremos ejercicio d)
5lm+3|—-5>3
En primer lugar, hay que dejar de un lado de la inecuacidn la expresién que contiene
el valor absoluto, para poder resolver aplicando la propiedad correspondiente.

5im+3|-5>3 Inecuacion dada.
5im+3| -5+ (5) >3+ (5) Sumamos (5) a cada miembro.
5lm+3|>8 Resolvemos.
1 1 - 1
<§> .5im+ 3| > <§> - 8. Multiplicamos por (g)
8
lm + 3| > (§> Resolvemos.
8
m+3> (g) (I v m+3 Aplicamos la forma equivalente de
8 .
< — (§> (N la Propiedad 3.
8 En (I), sumamos (-3) a cada
(D) m+3+(=3)> (g) 3
7 Resolvemos. Obtenemos un
m>—|= . . . L,
(5) intervalo solucién de la inecuacién.

En (1), —3 d
(n m+3+(—3)<_(§>+(_3) n (Il), sumamos (—3) a cada

5 miembro.
23 Resolvemos. Obtenemos otro
m<-—|— . .. . ..
5 intervalo solucion de la inecuacion
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23 7 Conjunto solucidon mediante
5= (-m-2)u(-giw) S
notacién de intervalos.
Geométricamente, el conjunto solucidn es el siguiente:

235 75

SR o0& -
D = = =7 - f 4 G o=f A E 1 %

Finalmente se procede a la verificacidn e la inecuacién, tomando valores de cada uno
de los intervalos de solucién.

Param = —6
5/(-6)+3|-5>3
5/(-3)|-5>3
5.3—-5>3
15-5>3
10> 3
Param = 2

51(2) +3|—5>3

5|5|-=5>3
25—-5>3
20 >3
Ejercicio N° 17
Justifica analiticamente silasrectas3x —y=0e y=—4 + %x son secantes

o paralelas. Verificar graficamente tu respuesta.

SISTEMAS DE ECUACIONES

Ejercicio N° 18

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones, por un método analitico

| {.r+_‘r=-‘1 s {lr+ v=11
Sl —y=2 T lx—2y= 4

2x —3v=12 2x+6y= 0
3. : 4.

—x+3y= 4 —3xr— 9y = 18
2 {—.1-+ V= -5 {!2.\' + 15y = —1I8
:'- o ﬁ-| :I-

2x— y= 10 2x+ sy= —3
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Revision de conceptos

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones con las mismas incégnitas.
Una solucidn de un sistema es una asignacion de valores para las incégnitas que
cumplen cada una de las ecuaciones. Resolver un sistema significa encontrar todas
las soluciones del sistema.

Ejemplo:
(2x—y=5Ec.(Dx+4y =7 Ec.(Il)

Se puede comprobar que x = 3 e y = 1 es una solucién de este sistema.

Ecuacion (I) Ecuacion (1)
2x—y =5 x+ 4y
=7
2.3)-(1) =5 3)
+4.(1)
=7
6—1=5 3+4=7

La solucidn se puede escribir como par ordenado (3; 1).
Ademas de la solucién analitica, siempre existe la interpretacidn geométrica o
grafica.

Existen métodos analiticos de resolucidn, que a continuacién detallaremos
aplicandolos a la resolucién del primer sistema

Método de Sustitucion

En este método empezamos con una ecuacion en el sistema y despejamos una
incégnita en términos de la otra.

Procedimiento:
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* Despejar una incégnita. Escoja una ecuacidn y despeja una incégnita en
términos de la otra incognita.

» Sustituir. Para obtener una ecuacién con una incégnita sustituya en la otra
ecuacion la expresion que encontrd en el paso 1y luego despeje dicha
incdégnita.

» Sustituir hacia atrds. Para despejar la incégnita restante sustituya en la
expresion encontrada en el paso 1 la expresién que encontré en el paso 2.

Demostracion para ejercicio 1)

{x+y=4 Ec(D2x—y=2  Ec.(I])

» Despejar una incégnita. De la Ec. (I) despejamos la incdgnita vy.

y=-x+4
2x —y =12 Ecuacion Il
Sustituimos la expresidon encontrada en
2x —(—x+4) =2 .
el paso anterior.
2x+x—4 =2 Resolvemos paréntesis.
2x+x—4 +(4)=2+(4) Sumamos (4) en cada miembro.

Resolvemos y agrupamos términos

3x=6 .
semejantes.
1 1 - 1 .
3x. <_> =6. (_> Multiplicamos por (=) a cada miembro.
3 3 (3)
x =2 Encontramos valor de la variable.

= Sustituir.

= Sustituir hacia atrds. Para determinar el valor de la variable restante,
procedemos a sustituir la variable hallada en el paso 2 (variable x = 2) en la ecuacién
resultante del paso 1.

y=-x+4 Ecuacidn hallada en paso 1.
y=—(2)+4 Sustituimos por x=2 (Hallado en el paso 2).
y= Encontramos valor de la variable y.

Solucion: {(2; 2)}

Método de igualacidn
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En este método despejamos en ambas ecuaciones del sistema, la misma variable
(cualquiera de las dos) y posteriormente igualamos ambas ecuaciones.

Procedimiento:

» Despejar la misma incégnita. Escoja una variable (x o y) y despeje en ambas
ecuaciones esa variable en términos de la otra.

* Igualar. Proceda igualando ambas ecuacionesy opere algebraicamente para
obtener el valor de la variable.

»  Sustituir hacia atrds. Para despejar la incognita restante sustituya en
cualquiera de las expresiones encontradas en el paso 1, la expresion que
encontré en el paso 2.

Demostracion para ejercicio 1)
{x+y=4 Ec(2x—y=2  Ec.(I])

» Despejar la misma incognita en ambas ecuaciones. Para este desarrollo
despejamos la variable y en términos de la variable x.

Para ecuacion | Para Ecuacién Il
x+y=4 2x ~y
=2
y y
=—-x+4 =2x—2
* lgualar.
Yi = Y, Igualamos ambas ecuaciones.
—x+4 =2x—2

Reordenamos y agrupamos términos
—x—2x =-2—-4

semejantes.
—3x =-6 Resolvemos.
1 1 Multiplicamos por (— l) ambos
_3x. (— -) - 6. (— -) 3
3 3 miembros.
x = Obtenemos el valor de la variable x.

»  Sustituir hacia atrds. Para despejar la incognita restante sustituya en
cualquiera de las expresiones encontradas en el paso 1, la expresion que
encontré en el paso 2.
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Para ecuacion |
y=—x+4 Expresion hallada en el despeje.

Sustituimos el valor de x=2, encontrado en el
y=—(2)+4

paso 2.
y =2 Obtenemos el valor de la variable y.
Para ecuacion Il
y =2x—2 Expresion hallada en el despeje.
Sustituimos el valor de x=2 encontrado en el
y=2(2)-2 paso 2
y =2 Obtenemos el valor de la variable y.

Solucion: {(2; 2)}

De la misma manera podemos proceder despejando la variable x en términos de la
variabley. jilnténtelo!!

Método de Eliminacién

Para resolver un sistema con este método tratamos de combinar las
ecuaciones mediante sumas y restas para eliminar una de las incégnitas.

Procedimiento

» Ajustar los coeficientes. Multipliqgue una o mas de las ecuaciones por
numeros apropiados, de modo que el coeficiente de una incégnita de una
ecuacion sea el negativo de su coeficiente en la otra ecuacion.

* Sumar las ecuaciones. Sume las dos ecuaciones para eliminar una incégnita y
luego despeje la incégnita restante.

»  Sustituir hacia atrds. En una de las ecuaciones originales sustituya el valor
encontrado en el paso 2 y despeje la incégnita restante.

Demostracidn para ejercicio 1)
{x+y=4 Ec(2x—y=2  Ec.(I])

* Ajustar los coeficientes. Como los coeficientes en términos de y son
negativos entre si, podemos sumar las ecuaciones para eliminary.
* Sumar las ecuaciones.
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x+y=4 :Eg' 0 ?(C:_(I)II) Sistema dado.

Sumamos las ecuaciones.

3x =6
3 (1> =6 (1> Multiplicamos por (1) ambos miembros
x =2 Obtenemos la variable x.

Sustituir hacia atrds. Sustituimos x=2 en una de las ecuaciones originales, por
ejemplo en Ec. (I) y despejamosy.

Para ecuacion |

x+y=4 Ecuacion dada.
2+y=4 Sustituimos por x=2.
2+y+(=2)=4 +(-2) Sumamos (-2) en cada miembro.

Resolvemos y obtenemos la variable

=2
y ..

Soluciéon: {(2; 2)}
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Interpretacion grafica

Procedimiento:

» Trazar la grdfica de cada funciéon. Exprese cada ecuacién de forma apropiada
para poder graficar correctamente. Se sugiere expresar la ecuacion de la
recta e la forma pendiente-interseccion.

*  Encontrar los puntos de interseccion. Las soluciones son las coordenadas x e
y de los puntos de interseccion.

Si analizamos lo realizado anteriormente, en el método de Igualacién ya
determinamos ambas ecuaciones e la forma pendiente- interseccion. Por lo tanto, ya

tenemos las ecuaciones para poder graficar.

Ecuacion(I) - y=-x+4
Ecuacion (II) » y=2x—2

Es necesario realizar un analisis del nimero de soluciones de un sistema lineal con
dos incognitas. Ya hemos determinado que la gréfica de un sistema lineal con dos
incégnitas es un par de rectas, de modo que para resolver graficamente debemos
encontrar el punto o los puntos de interseccién de las rectas.

Hay tres posibles resultados para resolver dichos sistemas;
1. Elsistema tiene exactamente una solucion.

2. El sistema no tiene solucion.

3. Elsistema tiene infinitas soluciones.

Cuando un sistema no tiene solucién se lo denomina Incompatible o Inconsistente.
Cuando se tiene solucion, si ésta es Unica es Compatible determinado vy si las
soluciones son infinitas, es Compatible Indeterminado.

Las rectas se cruzan en un solo punto. El sistema
tiene una sola solucién. Es Compatible

Determinado.
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&
/ Las rectas son paralelas y no se cruzan. El sistema

no tiene solucién. Es Incompatible.

Las rectas coinciden, las ecuaciones son para la
misma recta. El sistema tiene infinitas soluciones.

Es Compatible Indeterminado.

> Resuelva los items restantes del ejercicio

Ejercicio N° 19

Resuelve los siguientes problemas:

A)

)

E)

F)

A un empleado de una carpinteria se le olvidé anotar cuantas mesas de 3
patas y cuantas de 4 patas tenia que preparar para un pedido.

Si le trajeron 27 tableros y 93 patas. ¢ Cuantas mesas de cada tipo puede
armar para que no le falten ni le sobren patas?

Determine dos nimeros cuya suma sea 34 y cuya diferencia sea 10.

Martin invierte sus ahorros en dos cuentas, una le da el 5% y la otra el 8%
de interés simple al afio. Su interés anual es de $1180. ¢ Cuanto invirtid a
cada cuenta si sus ahorros eran $20.0007?

Si la cantidad de alambre necesaria para cercar un campo rectangular es
de 3000m. ¢Cudles son las dimensiones del campo si se sabe que la
diferencia entre el ancho y el largo es de 50 metros?

En una bicicleteria hay entre bicicletas y triciclos 23 vehiculos. La cantidad
de ruedas es 49. ¢ cudntas bicicletas y cuantos triciclos hay?

Un lado de un tridngulo isésceles mide 3cm menos que la suma de los dos

lados iguales. El perimetro es de 33cm. ¢ Cudles son las medidas de los
lados del tridngulo?
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G) Siaumenta en dos centimetros el largo y el ancho de un rectangulo, el
perimetro resulta ser de 24cm. Si el largo se disminuye en dos centimetros
el rectangulo se transforma en un cuadrado. ¢ Cudl es el drea de dicho
rectangulo?

H) éCuéanto miden los lados de un aula rectangular cuyo perimetro es de 21m
y si superficie es de 26m??

I) Enunrombo de 8cm de perimetro, una de las diagonales mide el doble de
la otra. éicual es el area del rombo?

Revision de conceptos

Muchas veces cuando usamos ecuaciones para resolver problemas en las

distintas areas de estudio obtenemos sistemas como los vistos anteriormente. Se ha

planteado una guia para trabajar con sistemas de ecuaciones lineales, que a

continuacion se resume.

Procedimiento

1.

Identificar las incognitas. ldentifique las cantidades que el problema pide
encontrar. Generalmente, éstas se encuentran realizando una lectura
cuidadosa de la pregunta planteada al final del problema. Introduzca notacién
acorde para las incégnitas (llamelas x, y o mediante otras letras).

Expresar todas las cantidades desconocidas en términos de las incognitas.
Lea otra vez el problema y exprese todas las cantidades mencionadas en el
problema en términos de las incdgnitas que haya definido en el paso 1.
Establecer un sistema de ecuaciones. Encuentre los datos importantes del
problema que den las relaciones entre las expresiones que haya encontrado
en el paso 2. Establezca un sistema de ecuaciones (o un modelo) que exprese
estas relaciones.

Resolver el sistema e interpretar los resultados. Resuelva el sistema que
haya encontrado en el paso 3, verifique sus soluciones y dé su respuesta final
como una frase que conteste la pregunta planteada en el problema.

Vamos a resolver, a modo de ejemplo, los problemas A); D) y F)

A) A un empleado de una carpinteria se le olvidé anotar cuantas mesas de 3 patas

y cuantas de 4 patas tenia que preparar para un pedido.

Pagina 49 de 59



INGRESO 2021
MATEMATICA

Trabajo Practico N23

Si le trajeron 27 tableros y 93 patas. ¢ Cuantas mesas de cada tipo puede armar

para que no le falten ni le sobren patas?

1.

Identificar las incognitas. Nos pide averiguar cuantas mesas de 3 patasy
cuantas de 4 patas se pueden armar. Alli identificamos nuestras incégnitas.

x:patas para un tipo de mesa
y:patas para otro tipo de mesa

Expresar todas las cantidades desconocidas en términos de las incognitas

Mesa de 3 patas: 3.x

Mesa de 4 patas: 3.y
Cantidad de tableros para mesas: 27

Numero de patas: 93

Establecer un sistema de ecuaciones.
En base a los datos aportados por el problema, podemos establecer las
relaciones que llevardn a las ecuaciones finales del sistema.
El total de tableros para hacer las mesas es de 27, eso incluye las mesas de
3 patas y 4 patas. Entonces la ecuacién se plantea:
x+y=27

El nimero de patas es 93, aqui también estdn incluidas las mesas de 3y 4
patas. Pero a diferencia de la ecuacién anterior, debemos discriminar, que
s6lo estamos hablando de patas, por lo tanto, utilizamos la relacién que
sblo especifica esto.

3x +4y =93
De esta manera, queda determinado nuestro sistema de ecuaciones
lineales.

{x+y=27 Ec. I13x+4y =93 Ecll

Resolver el sistema e interpretar los resultados. Para resolver el sistema,
podemos utilizar cualquiera de los métodos analiticos explicados
anteriormente.

Vamos a utilizar el Método de Sustitucion:

3x +4y =93 Ecuacion Il

Sustituimos la expresidn encontrada en

3x+4.(—x+27) =93 .
el paso anterior.

3x —4x + 108 =93 Resolvemos paréntesis.

Pagina 50 de 59



INGRESO 2021

MATEMATICA
Trabajo Practico N23
3x —4x =93 — 108 Agrupamos términos semejantes.
—x =—15 Resolvemos.
—x.(—=1) =15.(-1) Multiplicamos por (—1) a cada miembro.
x = 15 Encontramos valor de la variable x.

De la Ec. (I) despejamos la incégnita y
y=-x+2
Una vez hallada la variable x, hacemos el reemplazo en la ecuacién despejada en el

paso 1, para encontrar el valor de la variable y.

y =—x+ 27 Ecuacién hallada en paso 1.
Sustituimos por x=15(Hallado en el paso
y =—(15) + 27
(2).
y =12 Encontramos valor de la variable y.

La solucidn hallada es S = {(15; 12)}. Debemos verificar para dar la respuesta final.
En la primera ecuacién del sistema, que hace referencia al nimero de mesas totales:
x+y=27
15+ 12 =27

En la segunda ecuacién del sistema, que hace referencia al nUmero de patas:

3x +4y =93
3(15) +4(12) =93
45 + 48 = 93

Una vez verificadas, podemos dar la

Respuesta: “Puede armar 15 mesas de 3 patas y 12 mesas de 4 patas, para que no le
falten ni sobren patas”

D) Sila cantidad de alambre necesaria para cercar un campo rectangular es de
3000m. ¢ Cudles son las dimensiones del campo si se sabe que la diferencia
entre el ancho y el largo es de 50 metros?

Establecemos que el campo, de forma

S rectangular, tiene las siguientes

(%) dimensiones. Por lo tanto, Ilamamos:
longitud del largo:y
longitud del ancho: x

Largo

{v)
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Menciona que la cantidad de alambre para cercar el campo es de 3000 m, lo que
implica que este es su perimetro. El perimetro esta dado por:

Perimetro = 2 X long.del ancho + 2 X long.del largo
3000m=2.x+2y

Finalmente, hacer referencia que la relacién entre el ancho y el largo es de 50 m. Esto
en términos de ecuacioén se traduce:

long del ancho — long del largo = 50m
x —y =50m

De esta manera, ya tenemos nuestro sistema de ecuaciones lineales:
{2x + 2y = 3000 Ec.(Dx—y =50 (Ec.1])
Vamos a utilizar el Método de Eliminacion:

Aplicamos en la ecuacion (1) una multiplicacion por un factor (2) a cada término de
la misma. Luego restamos las ecuaciones, para simplificar y dejar en términos de una
variable.

{2x+2y Multiplicamos por (2) ambos miembros
=3000 Ec.(I)(2)x

—(2)y=(2.50 Ec.() delakcll

Restamos las ecuaciones.

4y = 2900
4y (l) = 2900 (1) Multiplicamos por (1) ambos miembros.
2 2 2
y =725 Obtenemos la variable y.

Sustituimos y = 775 en una de las ecuaciones originales, por ejemplo, en Ec. (ll) y
despejamos x.
Para ecuacion

x—y =250 Ecuacién dada.
x —725 =50 Sustituimos por y=725.
x—T725+ (725)50 +(725) Sumamos (725) en cada miembro.

x =775 Resolvemos para obtener la variable y.
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La solucién hallada es S = {(775; 725) }. Debemos verificar para dar la respuesta
final.

En la primera ecuacién del sistema, que hace referencia al perimetro:

2x + 2y = 3000
2(775) + 2(725) = 3000
1550 + 1450 = 3000

En la segunda ecuacién del sistema, que hace referencia a la diferencia entre el largo
y el ancho:

x—y =250
775 =725 =50

Una vez verificadas, podemos dar la respuesta: “Las dimensiones del campo son: el
largo 725 m y el ancho 775 m”

F) Un lado de un tridangulo isésceles mide 3cm menos que la suma de los dos lados
iguales. El perimetro es de 33cm. ¢Cuales son las medidas de los lados del
triangulo?

En primer lugar, hay que reconocer que un tridngulo
isésceles, es aquel tridngulo que posee dos lados

a a iguales y uno desigual.
A continuacion, le damos nombre a las variables:

a:long de los lados iguales
b b:longitud del lado desigual

La primera relacion dice que el lado distinto mide 3 cm menos que la suma de los
lados iguales. Esto se traduce:

b=(a+a)—3
b=2a-3
2a—b =3

La otra ecuacion esta dada por la relacion de perimetro del tridngulo isdsceles.

Perimetro=a+ a+b
33cm=2a+b
De esta manera, ya tenemos nuestro sistema de ecuaciones lineales:

{2a—b =3 Ec.(I)2a+ b =33 Ec.(Il)
Vamos a utilizar el Método de Igualacion

Para ecuacion | Para Ecuacion Il
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2a+b
=33
b
b=2a-3 = —-2a
+ 33

2a—b =3

Vi = Y, Ilgualamos ambas ecuaciones.
2a—3=-2a+33

Reordenamos y agrupamos términos
2a+2a =33+3

semejantes.
4aq = 36 Resolvemos.
1 1 Multiplicamos por G) ambos
(=) "
4 4 miembros.
a=9 Obtenemos el valor de la variable a.

En el siguiente paso, debemos despejar la incognita restante, sustituimos en
cualquiera de las expresiones encontradas en el paso 1, la expresién que encontré en
el paso 2.

Para ecuacion |

b=2a—-3 Expresién hallada en el despeje.
Sustituimos el valor de a=9, encontrado en el
b=2.(09)-3
paso 2.
b =15 Obtenemos el valor de la variable b.

La solucién hallada es S = {(9; 15)}. Debemos verificar para dar la respuesta final.
En la primera ecuacién del sistema, que hace referencia a la diferencia entre la suma
de los lados iguales y el lado desigual:

2a—b =3
2(9)—-15=3
18—15=3
En la segunda ecuacién del sistema, que hace referencia al perimetro del tridngulo
isosceles:
2a+b =33
2.(9)+15 =33
18 + 15 = 33
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Una vez verificadas, podemos dar la respuesta: “Las medidas de los lados iguales del
tridngulo son 9 cm y el lado desigual mide 15 cm”

Ejercicio N° 20

Para que la solucidn del sistema:

a. 3x—ky=5—-2kx—3y=4 seaS =
{(1,-2)},el valor de k debe ser

b. {(6+a)x—y=b(4—b)x—ay=-4 seaS={(2,3)},debe cumplirse que a =
—_yb=__
Se deja para el alumno resolver

Ejercicio N° 21

En la siguiente imagen se ha graficado la rectay = x — 2 y la elipse de
yZ

. x?
ecuacion1l ==—+
4 2

a. A partir de la gréfica, écudles con las
abscisas de los puntos de interseccién
entre ambas curvas?

b. Determine analiticamente las ordenadasy
las abscisas de los puntos Ay B.

Para resolver este ejercicio y los que contindan, debemos tener en cuenta los

conceptos analizados para Sistemas de Ecuaciones. En primer lugar, hay que

determinar cudl es el sistema de ecuaciones a partir de los datos proporcionados.

Proceder a resolverlo empleando métodos analiticos.

Sugerencia: usar Método de Sustitucion.

a) A partir de la observacién grafica, debemos aproximar “a 0jo”, los valores de
abscisas (valores de x) de los puntos de interseccion, Ay B.

A= {(.;.))
B={(.;.)}

b) Analiticamente debemos establecer el sistema de ecuaciones y proceder a
resolverlo.
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2 2
{x—y=2 Ec.(])x?+y

5= 1 Ec.(II)
Aplicamos Método de Sustitucion, para esto despejamos de la Ecuacién
(1) 1a variable y, luego sustituimos ésta en la Ecuacién (Il).

DelaEc.(I) > y=x—-2

2 2
X + Y _ 1 Ecuacion (Il) dada.
4 2
x2  (x—2)2 Reemplazamos la variable
—+—-=1
4 2 y
x2  (x% —4x + 4) Desarrollamos Cuadrado
2t 2 - de binomio.
x%  x? |
4+ _2x+2= Resolvemos.
4 2
32 Agrupamos términos
4 2x+2+ (=1 semejantes. Sumamos (—1) en
=1+(-1 ambos miembros.
3x2 Resolvemos la ecuacion
4 2x+1=0 cuadrédtica por Baskara.

Valores de abscisas
=2 A x= 3 obtenidos.
Al quedarnos planteada una ecuacién cuadrética, obtenemos dos valores de ceros o
raices, que seran los valores de abscisas de los puntos Ay B. Finalmente, reemplazamos
estos valores de x, en la ecuacidn (I) y obtenemos los valores de y.

EnlaEc.(I)»y=x-2

wil N

Para x, =
Para x; =2

y=(2)-2 r=()2
y=0

De esta forma, los valores de ordenadas y abscisas de los puntos son:

o (-

B = {(2;0)}
Ejercicio N° 22

Determine analitica y graficamente los puntos de intersecciones entre la
graficadey = x* —3ylarecta—x +y = —1.
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Ejercicio N° 23 Dada la ecuacién de la circunferencia x? + y2 =9, y una recta y =
x + 4, determine analiticamente si la recta es secante, tangente o exterior a la

circunferencia.
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Ejercicios adicionales propuestos
> Los siguientes ejercicios se resuelven siguiendo los ejemplos anteriores.

1. Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones.

1 1
a. x—-x—-x—5=0
3 2

b. 2m -2+ _ om
2 4

c. t—4)?2=(t+4)?+32

g2 s

x—1  x+1  x2%2-1
e. bx(x—1)=21—x
f. 3y +5y=2

g —plp+3) =7

1
h. m?>==-m—=

8
i x+5 5 28
" x—2  x42  x2-4
j. 2x++Vx+1=8

k. x*—13x2+40=0

4 2
l. v3—5v34+6=0

2. Despeje la incégnita encerrada entre llaves en cada una de las siguientes
igualdades.

ax+b
a. {x} cxrd 2

a+1 a-1 b+1
b fa} ==+

C. {r}F=GT:—iVI
. i \2
d. {L}A=P(1+E)

e. {tth= %gt2 + vt
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3. Resuelva cada una de las siguientes desigualdades. Exprese la solucién, usando
notacion de intervalos y grafique el conjunto solucién.

a. —1<r+5<4
b. 2(7x —3) < 12x + 16
c. =3(y—=5)>2By+2)
4 3
d. —§(m+3)<—2(zm—2)

e. 3x2 —3x < 2x*+4

fox3—4x>0
2m+1
<
9 75 = 3
6 6
hh ——=-2>1
x—1 X
x+3 xX—
i =4

k.3—12x+4|<1
. |2x—3| <04
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